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Vorwort

Wann immer wir einen majestatischen RegenbogenemicBt bekommen, meiner Erfahrung

nach ist mir dieses seltene Schauspiel bisher libgend zu den Abendstunden begegnet,
fuhlen wir uns meist davon in den Bann gezogen. Wedin jenen Momenten in den Genuss
kommt, das pl6tzlich am Himmel auftauchende und atehrere Phasen variable Farbenspiel
beobachten zu kdnnen, wird vielleicht auch die $teBing gemacht haben, dass man beim
Anblick dieser Himmelserscheinung gern mal die Zetgisst. Es tUberkommt einem das

Gefuhl von Freude und Gelassenheit in Anbetradichso eindrucksvollen Naturphanomene,

man insistiert fir einige Minuten in der Eigensc¢haines stillen und in sich ruhenden

Beobachters. Und somit kénnen wir flr einen kurZeitraum auch auf angenehmste Weise
jeglichen Widrigkeiten und Stressfaktoren, die sich Spannungsfeld des modernen

Arbeitslebens und gesellschaftlichen Miteinandénsuns ergeben, einfach aus dem Wege
gehen und in eine andere Welt entfliehen.

Die zuweilen kréftig leuchtende Farbenpracht eilRsgenbogens hat seit jeher die
Menschheit fasziniert und hat somit auch ihrer riatien Wissbegierde folgend Uber
Jahrhunderte hinweg die Frage nach dem "Warum usd @lVieso" aktuell gehalten.
Angefangen mit den detaillierten Erklarungsmethoden René Descartes (1596-1650) am
Tropfenmodell und dem Ausbau der geometrischenkGQpirch Isaac Newton (1643-1727)
und Christiaan Huygens (1629-1695) ist die Wegk&eder immer komplexer zu
durchschauenden Beschreibungen und Berechnungen Regenbogenphanomen bis in
unsere heutige Zeit vorgedrungen. Die vielschidmtig-acetten des Regenbogens dienen
damit bis zuletzt dazu, an ihm fortwéhrend die mosien und rechenintensivsten Theorien
aus dem Bereich der Physik auszutesten und bestétiglassen. An ihm wird exemplarisch
das weitere Verstandnis Uber die Natur des Lichikkisive seiner quantenmechanischen
Effekte immer mehr vertieft.

Dieses Skript soll jedoch kein Abriss Uber die hmokdernen Theorien und Methoden zur
Berechnung von weiteren Interferenz-Bdgen (Uberlang von Lichtwellen verschiedenster
Frequenzen) und Streuprozessen werden, die allesaiig Erscheinung eines Regenbogens
mit einspielen konnen. Diese Niederschrift solhskinzig und allein dem Ziele verschreiben,
einem maoglichst grof3en Leserkreis eine noch vedithre Erklarung zu vermitteln, warum
wir einen Regenbogen (Hauptbogen) und einen Nelgambeehen kénnen und wie sich die
unterschiedlichen Winkel dieser beiden Bégen eekldassen. Ich méchte daher auf ein ganz
fundamentales Naturprinzip zurickgreifen, mit dassdilfe eine vollig adaquate und
ausreichende Beschreibung hervorgehen wird. Dasnsogite "Prinzip von Fermat" soll uns
als roter Faden dienen, zum einen das qualitatieestiindnis Uber das Licht und die
Regenbogenerscheinung naher zu bringen, aber auahtitative Ableitungen dartber
anzustellen, unter welchen Winkeln sich welche &arfLichtfrequenzen) einstellen werden,
wenn wir die Bégen visuell wahrnehmen.

Warum die Rickwartsrolle hin zu einem "angestaubt@turphilosophischen Prinzip, dessen
Anfange in der Mitte des 17.Jahrhunderts anzusiesield? Nattrlich kdnnte man hier auch
mit den in der heutigen Schulphysik dargereichtesetzen der Optik agieren, wie z.B. dem
Brechungsgesetz nach der Theorie von Willebrordlli8ae(1580-1626). Es wirde zum
selben Ergebnis fuhren, jedoch mit dem Unterschieds der kausale Zusammenhang und
die Wirkungsweise des Brechungsgesetzes allein em dabgesteckten Rahmen der
festgelegten Bedingungen der von Snellius begrénd€heorie besteht und zu verstehen ist.
Beim "Prinzip von Fermat" werden wir dagegen einitweher gestelltes Naturprinzip
erkennen kénnen, auf welche Weise die Natur (iream Fall das Licht) stets zu verfahren
gedenkt.




Um sich schrittweise mit dem "Prinzip von Ferma#rtvaut machen zu konnen, sollen
nachfolgend einige Beispiele genannt und auch dillsdewerden, bevor wir uns dem

eigentlichen Hauptthema "Regenbogen” widmen wolkmhand des Reflexions- und des
Brechungsgesetzes soll veranschaulicht werden, mvagdlas "Prinzip von Fermat" als

Ausgangspunkt fur die Herleitung jener Gesetzmédiigk herangezogen werden kann.
Erganzend mochte ich aber auch kurz auf Luftspieggin und die hochst seltene
Erscheinung des "Grunen Strahls" (Green Flash)eéimg, um ein tieferes Verstandnis fur die
Anwendung dieses naturphilosophischen Ansatzedmare Als Zwischenstation werde ich

dann auch noch die Kegelschnitte behandeln, umeiger, dass diese besonderen Kurven
wie Ellipse, Parabel oder Hyperbel ganz spezielggeschaften besitzen, die in der Optik
Uberaus wichtig sind und beispielsweise bei astroschen Fernrohren zur Anwendung

kommen.

Doch bevor wir uns dem theoretischen Teil zuwendem,noch eine kurze Anmerkung zu
den "scheinbaren" Dimensionen eines Regenbogenbdbktet am Abend des 16.Juni 2012 /
Ort: Herdecke).

Regenbogen Uber der Altstadt von Herdecke (Hauptbegdet am Ratauslatz)

Aus der Position des Beobachters betrachtet wiicte tser fir diesen Regenbogen ein
ungefahrer Radius ergeben, welcher Gber schebliaMeter besale. Flr den zweiten Bogen
(Nebenbogen) rechts davon ergabe sich dann eiruRadin ca. 600 Meter. Wirde man also
eines der htéchsten Gebaude der Welt, wie z.B. Biasca Royal Clock Tower Hotel" mit
einer Hohe von 601 Meter, ins Zentrum des Regenimgdatzieren, so wirde das
gigantische Uhrwerk des Turmes durch den Hauptbggben und die Spitze des Gebaudes
(= ein Halbomond) am Rande des Nebenbogens kratiienzeigt sich also, mit welch einem
Ausmal’ die Natur uns ein farbenfrohes Schauspteinter bietet und zum Staunen bringt.




VergroRRertes Detail des Hauptbogens (Rathausplatdddke)

Wie in beiden Bildern ganz schwach zu erkennenbistindet sich links vom violett-blauen

Band ein weiteres schmales Interferenz-Band an ldeenseite des Bogens. Diese
Interferenz-Erscheinungen, aber auch das sogenduankde "Alexander-Band" zwischen den
beiden Bogen (der verwaschene graue Zwischenbgrewgrden nicht Gegenstand dieser
Ausfuhrungen werden. Hierzu musste das theoretisgébbédude dann notwendigerweise
weiter ausgebaut werden, was uns aber vom eigestliZiel fur ein Grundverstandnis
entfernen wirde.

An einigen Stellen im Skript werde ich dennoch rmeathtische Ableitungen zur

Vervollstandigung mit angeben, wobei es dem Lesdiirtich frei steht, sich naher damit zu
befassen oder diese Gleichungen einfach zu Ubeggpri Zur Forderung des qualitativen
Verstandnisses werde ich jedoch den Versuch urteree, meine Erklarungen

weitestgehend in einleuchtenden Worten wiederzugelmel mit anschaulichen Skizzen zu
illustrieren. Das mathematische Kalkil nebenherltesotlaher lediglich als eine Art

begleitende Randnotiz zu verstehen sein, mit welchech der analytische Aspekt dieser
Thematik zum Ausdruck kommit.

Kai-Uwe Ekrutt 09. Nov. 2013




1. Das Prinzip von Fermat

Das Prinzip vom Weg der kirzesten Zeit:

Das "Prinzip von Fermat" ist ein Gedankengang, exicum 1650 entwickelt wurde und
folgende Aussage zum Verhalten des Lichts beinthalte

Von allen mdglichen Wegen, die das Licht im Raumhmen koénnte, um von dem
Ausgangspunkt A zu einem Zielpunkt B zu gelangemmm es den Weg, welcher die
kirzeste Zeit benottigt.

Dieses Prinzip bildet somit einen Vorlaufertyp filie spateren Probleme der sogenannten
Variationsrechnung, einer mathematischen Disziplielche im 18. Jahrhundert durch
Leonard Euler weiter ausgebaut wurde. Die Variagpoableme dieser Art sind so gestaltet,
dass beispielsweise die Addition samtlicher Elem&mer bewegenden Aktion entlang einer
Strecke oder Kurve von A nach B einen extremalentVdanimmt, also minimal oder
maximal wird. Diese Forderung nach einem extrem&leyebnis ist die Ausgangslage dafur,
den Wegverlauf zu finden, welcher zum Minimal- o&ximalwert fihren.

Mathematisch wird das "Prinzip von Fermat" durch kitegral beschrieben, das zwischen
den Intervallen A und B berechnet wird:

Jf dt= jf %s = Minimum

Hierbei drickt das "dt" die infinitesimalen Zeitsitte (unendlich kleine Zeitinkremente) aus,
welche alle entlang des Weges von A nach B aufaddierden. Dasselbe Spiel kann man
naturlich auch mit den infinitesimalen Wegschritt@mendlich kleine Weginkremente)
machen, wenn man diese Uberall entlang des Pfadel die dort entsprechend vorliegende
Geschwindigkeit "v" teilt und alle diese Werte aideert.

Beim Problem des Lichtverlaufes, aber auch beiemiednderen Bewegungsproblemen der
Mechanik, zeigt sich, dass das Licht sich genawetieoptimalen Pfad sucht, welcher
insgesamt die kirzeste Zeit erfordert bzw. in dddifion der Zeitinkremente dt die kleinste
Summe ergibt.

Die Anwendung der Variationsrechnung auf die Pnoleleder Mechanik hat Leonard Euler
mit seinen Worten auf ganz spezielle Weise gewtirdig

Leonhardt Euler (1707-1783)
Aus der Einleitung zu dem "Additamentum I" seinktethodus inveniendi":

"Da der Plan des gesamten Universums der vollkorstaeist und vom weisesten Schopfer
festgelegt, so geschieht nichts auf der Welt, dietmt irgendein Verhéltnis des Maximums
oder Minimums zu Grunde liegt. Man wird also danastheben muissen, in jeder Art
naturwissenschatftlicher Probleme die Gro3e zu besgn, die einen grol3ten oder kleinsten
Wert annimmt. Damit ist ein doppelter Weg zur L@sumaturwissenschaftlicher Fragen
gegeben: Aus den Endursachen mit Hilfe der Methoden Maxima oder Minima (a
posteriori) oder aus den bewirkenden Ursachen (arpr Man soll aber besonders darauf
bedacht sein, die Lésung auf beiden Wegen herenleidann wird nicht nur die eine zur
Bestatigung der anderen dienen, sondern uns mhstéc Befriedigung erfullen!"




Das Beispiel des Brachistochronen-Problems:
Anwendung des "Fermatschen Prinzips" bei fallenderkKorpern

Wendet man das Prinzip der kirzesten Zeit auf dalém eines fallenden Korpers infolge
der Gravitation an, der sich von A (Startpunkt) aash B (Zielpunkt) bewegen soll, dann
fuhrt diese Problemstellung auf die Brachistochr@uebrachistoskiirzestechronosZeit).

Die folgende Darstellung soll das Problem nahemugern:

A

ravitation
Gravitatio B

Eine Kugel, die vom Punkt A nach B rollt, bendtegttlang der Kurve 3 die geringste Zeit.
Der Kurvenverlauf des Weges 3 wird daher als Bstobhrone bezeichnet. Als Losung des
Problems handelt es sich bei der Kurve um eine ag&l bzw. um ein Kurvenstick einer
Zykloide. Alle anderen Kurven (1, 2 oder 4) benétigeine langere Zeit, um von A nach B zu
gelangen.

Bei einer Zykloiden handelt es um eine Abrollkuenees Kreises entlang einer Geraden.
=> Skizze der Abrollkreise fur den Punkt A und B der Geraden:

Zykloidenverlauf




2. Die Bewegung des Lichtes durch Raum und Materie
Gemal des Prinzips von Fermat soll sich Licht von Aach B bewegen:

Um sich Schritt fur Schritt mit dem "Prinzip vonrReat" vertraut machen zu konnen, soll das
"Prinzip der kiirzesten Zeit" einmal auf jene Sikatzur Anwendung kommen, bei welchem
sich Licht (z.B. im Vakuum oder in einer homogenémgebung mit konstanter Temperatur
und Dichte) von einem Punkt A nach B bewegt.

Wir wissen naturlich aus der Erfahrung, dass sigihtLin diesem Fall auf dem direkten
Wege, also geradlinig, von A nach B fortpflanzt. Mdavir aber das Problem auf samtliche
Wege verallgemeinern, die das Licht nehmen kdnmtd,nicht wissten, dass eine Gerade die
Losung ist, dann wirde man sich dieser Problenusigiolgenderweise nahern.

A

Wir betrachten beispielsweise 5 verschiedene PYaxeA nach B aus einer unendlichen
Anzahl von moglichen Wegen. Da die Umgebung homagn soll, pflanzt sich das Licht
an jedem Punkt in dieser Umgebung mit derselberi®aadigkeit fort. Wir gehen dabei der
Einfachheit halber davon aus, dass es sich hiereunfarbiges Licht (monochromatisches
Licht einer bestimmten Frequenz) handelt. In dieathhaben wir es leicht, die Summe der
Zeitschritte zu berechnen, denn sie entspricht grh#ltnis genau der Lange des Pfades von
A nach B. Die bendtigten Gesamtzeiten jedes Pfddssen sich anschaulich in einem
Diagramm darstellen.

Zeit A

Minimum

> Pfad




Es mag auf dem ersten Blick etwas banal anmutennwean tber diese Methode zu dem
Schluss kommen mochte, dass der geradlinige Pfath¥Kzeitliche Minimum besitzt und
dieses der Verlauf ist, den das Licht nehmen widnn wir wissen ja, dass der kirzeste
Abstand zwischen zwei Punkten stets mit der Kokitn einer Geraden durch diese beiden
Punkte gleichzusetzen ist. Aber das liegt dararnl, wie dieses Prinzip auf den einfachsten
Fall anwenden. Wir werden sehen, dass mit den kordere Fallen die Behandlung des
Themas immer mehr komplexer wird. Jedoch am Anfaaft stets dasselbe einfache Prinzip
nach dem Weg der kiirzesten Zeit zu suchen, dehidaisbeim Durchqueren verschiedenster
Materialien bzw. Dichten nimmt.

2.1 Die Reflektion des Lichtes von A nach B:

Gehen wir daher zum nachsten Fallbeispiel, nantdichkdem Problem der Reflektion und
welche GesetzmaRigkeit dahinter steckt. Wir habedev die beiden Punkte A und B, die
sich auf der einen Seite eines Spiegels S befindem. soll der Pfad gefunden werden,
welcher die kirzeste Zeit von A nach B nimmt. Ausgamen ist jetzt der direkte Weg, der
durch eine Wand versperrt wird.

A Wand

Zeit A Al—|B
—>

B' | = Pfad K

Minimum

> Pfad
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Wir betrachten erneut 5 unterschiedlich Pfadeydre A aus auf einen bestimmten Punkt der
Spiegellinie S treffen und dann von dort aus nacreBaufen. Tragt man wiederum fir jeden
Pfad die bendtigte Zeit in einem Diagramm auf, daesultiert beim Pfad K der Weg, welcher
als der kiirzeste aufzufassen ist, also das zathdinimum erfordert.

Was ist nun die Eigenschaft dieses Pfades K bzicheesesetzmaliigkeit erschliel3t sich nun
uns aus dieser Skizze? In diesem Fall erweist aiich Hilfskonstruktion als sehr nutzlich.
Vom Punkt B aus wird ein Lot senkrecht auf die §pinie S gefallt. Diese Strecke bis zum
Spiegel wird verdoppelt und bildet auf der Ricleseies Spiegels den Punkt B'. Nun ist die
Strecke, die der Pfad K vom Spiegel (Punkt P) aashrB nimmt genauso lang wie die
Strecke, die vom Spiegel aus zum Punkt B' verldDfeses geht aus der geometrischen
Konstruktion hervor, die ein gleichschenkliges Bok BB'P bildet, dessen Symmetrieachse
die Spiegellinie S ist.

a+tb =a+b
somit ist:
b=Db und3 =
sowie:

a = : Reflektionsgesetz

Aus der Geometrie kennen wir den Lehrsatz, dasgeleniberliegenden Scheitelwinkel
und B' gleich grof3 sein mussen. Da wiederm= 3 sein muss, erhalten wir hier das
bekannte Reflektionsgeseatz= 3 aus der geometrischen Optik. Der Einfallswinkebigich
grof3 dem Ausfallswinkel.

Und dieses wére nun die erste interessante Erksnulie wir aus dem Prinzip von Fermat
hergeleitet haben, dass die Reflektion von einenkPA nach B Uber den Reflexionspunkt P
mit dem kirzesten Weg einhergeht, was wiederunmdeimalen Zeitspanne von A nach B
entspricht.

Wir kdnnen also die Aussage treffen, dass das Reflesgesetz der Optik eine Eigenschaft
ist, die sich aus dem Prinzip der kirzesten Zéitier Und dieser Aussage muss man sich
erst einmal bewusst werden, dass namlich das kiclem besonderen Prinzip gehorcht und
aus einer unendlichen Anzahl von mdglichen Weges den Pfad beobachten lasst, der
gleichfalls der einfachen Aussage des Reflexioretges folgt.

Wahrend bei diesem Beispiel das "Prinzip von Fetraatanglich von einer Abhangigkeit
der Ortslagen der Punkte A und B ausgeht, stoRen mit diesem Ergebnis
(Reflektionsgesetz) schlussendlich auf eine Ges#tagkeit, welches allgemeiner Art ist und
die Winkellage ¢ ; ) dieser Punkte zueinander beschreibt.
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2.2 Die Brechung des Lichtes von A nach B:

Unter der Brechung des Lichtes versteht man dieriSghatft, dass Licht beim Durchdringen
von verschiedenen Materialien oder auch verschemwatichten Zonen (Arealen) an den
jeweiligen Grenzflachen einen anderen Richtungauémimmt. Diese Eigenschaft lasst sich
am einfachsten damit verdeutlichen, dass das lictién unterschiedlich dichten Zonen eine
verschieden grol3e Fortpflanzungsgeschwindigkeitzie®iese materialabhangigen Briiche
in der Geschwindigkeit machen sich dann als Riggénderungen bemerkbar.

Als Ausgangsbeispiel nehmen wir wieder die Punkteu B, wobei beide Punkte in
unterschiedlichen Arealen liegen. Als Problemstajllnaben wir also nichts anderes als den
Weg zu suchen, der von A nach B in der geringsteih lZewaltigt werden kann. Und jetzt
wird schnell offenkundig, dass es nicht mehr deadknig direkte Weg von A nach B sein
kann, der diese Eigenschaft besitzt. Denn dasjdrair fir den speziellen Fall zu, als die
Geschwindigkeiten yvund s identisch grofl3 waren. Nehmen wir an, dasgrél3er als yist
(siehe Skizze), wenn beispielsweise das Licht vaug einen Raum mit Luft durchquert und
dann am Punkt P auf eine Wasserflache trifft. Deuma sich ein gunstigerer Pfad damit
ergeben, wenn eine etwas langere Strecke durdhudien Kauf genommen wird auf Kosten
einer kirzeren Wegstrecke durch das Wasser. Dig8estigsten Pfad erhalten wir, indem
wieder die bendétigten Zeiten+ t in einem Diagramm aufgetragen werden.

A t, : bendétigte Zeit
durch die Luft

t, . bendtigte Zeit
durch das Wasser

B

Vi > V, . Geschwindigkeiten des Lichts
durch die verschiedenen Medien
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Zeit A Al—|B

—] tl + t2 = Minimum : Pfad K

Minimum

> Pfad

IIK IK K KI Kll

Das Minimum der Summe aus den Zeitert t ergibt sich mit dem Pfad K und es wird

genau dieser Pfad sein, welcher von dem Licht gememwird. Es steht also hiermit die

Behauptung im Raume, dass die geforderte Einhaltesg'Prinzips der kirzesten Zeit" das
Brechungsgesetz der Optik zu erklaren vermag.

Es ist schon eine phanomenale Erkenntnis Gber desehvdes Lichtes, welche sich mit dem
Prinzip von Fermat ertffnet. Die Natur des Lichésge sich wieder sehr "sparsam” indem es
genau den Weg nimmt, der am schnellsten ist.

Die Brechung des Lichtes verhalt sich damit wie afiezitierte Beispielgeschichte von der
"Rettungsaktion eines Ertrinkenden”. Es ist einr sgidnes und anschauliches Beispiel, da
sie sehr real und auch gut nachempfunden werdem kéan stelle sich also vor, man wirde
mit seinem Hund am Meer spazieren gehen. Der Huindlevsich sodann irgendwann ins
Wasser begeben und einige Meter hinausschwimmereriam Punkt B angelangt ist,
wéhrend ich mich als Hundebesitzer am Punkt A befinPl6tzlich bekommt der Hund
Krampfe und droht zu ertrinken. In dieser Situatwiarde ich als Herrchen oder Frauchen
schnellstmoglich meinen treuen Freund retten wallet wirde rein intuitiv einen dhnlichen
Weg einschlagen wie es das Licht von Natur aus ninrann laufe ich direkt und schnell
zum Ufer (Pfad "K), dann verschenke ich zuvielt Zmi Wasser. Laufe ich dagegen bis zum
Uferpunkt K', dann habe ich zwar die geringste &igtim Wasser zuriickzulegen, aber muss
einen Ubermalig langen Weg am Strand entlangnadier mich wiederum zuviel an Zeit
kosten wirde. Der Weg irgendwo dazwischen ist ganale und zeichnet sich mit dem Pfad
K aus.

Im Folgenden soll nun auch die Behauptung nochronateert werden, dass es sich hierbei
wirklich um das Brechungsgesetz der Optik handsk|ches sich Uber das Fermatsche
Prinzip ergeben hat.

Hierzu wenden wir die Methode an, die uns anzeigin ein Minimum oder Maximum bei
einer mathematischen Kurve vorliegt. Wie im folgendild skizziert kbnnen wir an einem
Kurvenstiick eine kleine Anderux (Weganderung des Punktes P) vornehmen, womit sich
eine entsprechend kleine Anderufigergibt. Je naher man an den Punkt mit dem Minimum
kommt, desto kleiner werden die Zeitdifferenz&n Mathematisch lasst man nun dass
gegen Null streben und erhalt dann als GrenzwertRienkt P mit dem optimalen "Pfad der
kirzesten Zeit".
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tl+t2=1
At => 0 : Minimum

Minimum

Punkt P
bei x

Die Abhéangigkeiten der Zeitdifferenzen aus den Wég@nzen erhalten wir mit der
nachsten Skizze. Dort lassen sich die WegstreckenA/nach P und P nach B durch das
Anwenden des Satzes von Pythagoras berechnen.

sina = x/d
sinf3 = (c-x)/e

A t, : bendtigte Zeit
durch die Luft

B

A 2
< »  t,: bendtigte Zeit
durch das Wasser

Vi > V, . Geschwindigkeiten des Lichts
durch die verschiedenen Medien

Die Zeiten entlang des Pfades sind:
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Welche Zeiten ergeben sich mit der Verschiebundrdedktes P umx?

2 2 2 o 2
f +ar = YA H XA t2+At2:\/b temx=89

\ \Z

Wir lassen den Termix nun gegen Null streben, dann gelten folgende Néigsformeln:

(X+AX)? = x* + 2 X[\
(c—x—-Ax)* = (c-x)* —2[c - x) [I\x

Somit erhalten wir nun in Naherung:

\/(a2+x2)+25<mx t2+At2:\/(b2+(c—x)2)—2ch—x)mx

t,+ AL =
1 1 v, v,

Nun gelten aber auch fir Wurzelausdriicke Naherongsin, wenn in diesen ein unendlich
kleiner Wert auftaucht wie z.B2 x4 x oder 2 (c-x)4 x.

JZ+hs= \/_Eﬁ1+_j mzﬁ[él_gj

Dieses lasst sich nun auch agfAt; und p+At, anwenden:

= W[ﬁ 2me<J \/(aTx)[ﬁ Ax&j

ZEQa +x a+x

© 1AL Vb +(c-%?) Eﬁl_ 2[(xc-X) j Vl b2+(c X?) [E AX e~ X) j
2 2 v,

20(p? + (c - x)?) (b2 +(c-x%)?)
Jetzt sind wir an dem Punkt, da wir die Zeitdifferen uns errechnen kénnen:

(tl + Atl) + (tz +At2)_ (tl +t2) = At1 +At2 =At

—>At~\/‘ )[ﬁ Ax [k J \ b2+(c x) [E AxT{c - X) J

(a2 +x) b2 +(c-x)?)

L= X |-&X (c-X)
v (Jz+x)) v Jb? +(c-%?)

Nun entsprechen die Klammerausdricke hier den Utarksen der Gegenkatheten zu den
Hypotenusen bei den rechtwinkligen Dreiecken mit &i¢inkeln o und 3, und dieses sind
dann somit laut Definition die Sinusausdriicke nnefeWinkelna undf.
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DXy DX g At _(sina) _(sing)
At = . {sina) v [{sinp) Ty, "

Mit der Forderung, dassAt/Ax als Verhaltnis gegen Null streben soll (beim Miom),
resultiert jetzt der Ausdruck:

At dt 0 0_sina_sinﬂ
AX dx . A Vv,
Y =ﬂ : Brechungsgsetz

v, sin

Und hier sind wir nun endlich bei dem Brechungstesach Snellius, welches besagt, dass
die Sinus der beiden Winkal und3 sich so verhalten wie die Geschwindigkeiten dehtsi
durch die beiden Medien wnd .

2.3 Bewegung des Lichtes durch Schichten mit kontirerlichen Dichteunterschieden:

Das Brechungsgesetz zeigt uns, in welcher Art ueis@/sich das Licht verhalt, wenn es eine
Grenzschicht zu einem Medium mit hoherer oder igedrDichte passiert. Die Brechung
erfolgt so, dass das Licht im dichteren Medium gankrechten Linie (bezogen auf die
Grenzflache) hin verlauft. Im umgekehrten Fall wadr Lichtstrahl von der senkrechten
Linie weggebrochen. Wie sieht es nun aber aus, wesrLicht z.B. Luftmassen durchquert,
die sich permanent von ihrer Dichte her anderna&iast namlich der typische Fall, wenn
beispielsweise die Sonnenstrahlen die Luftschiclten Atmosphéare durchlaufen. In den
oberen Schichten ist die Luft sehr diinn und nimamrdstetig zu. Die grof3te Dichte ist in der
Regel erreicht, wenn das Licht dann bei uns Bedbatleintrifft, also auf der Erdoberflache.
Um sich qualitativ zu veranschaulichen, wie detkiighe Verlauf sein misste, bendtigen wir
nur ein paar Schichten, die naher betrachtet werden

e | C
Tangente bei Q
\  Dichte nimmt zu

Luftschichten

bendtigte Zeit fur Pfad K:  t (Minimum)
bendtigte Zeit fur Pfad K. t'
=> t kleiner als t'




16

Der Weg der kurzesten Zeit wird sich durch den I€amerlauf K zeigen. Der geradlinige
Weg entlang der Strecke K' bendtigt eine langetie dwl wird damit nicht der Verlauf sein,
welcher in der Realitat zu beobachten sein wird. B8obachter im Punkt B wirde also einen
Lichtstrahl sehen, dessen Vorgeschichte entlangr giekrimmten Bahn K verlief. Da der
Beobachter aber nur die Richtung der Tangente lkimeffen des Lichtstrahl wahrnehmen
kann bzw. den Lichteintritt nur auf diese Weiseeiptetieren wird, erscheint es ihm, als
wirde das Licht vom virtuellen Punkt C aus kommé&ese Tauschung erleben wir
tagtaglich, wenn wir z.B. die Sonne beim Untergang Horizont verfolgen. Denn obwohl
sich die Sonne schon knapp unterhalb des Horizdmé&adet, demnach theoretisch nicht
mehr flr uns sichtbar sein dirfte, erscheint setustzdem so, als wirde sie noch knapp tber
dem Horizont stehen.

Als Merksatz fur den Verlauf des Lichtes kann mahet folgende Beschreibung nehmen:
Die Kurve K beult sich in die Richtung konvex naciffen (siehe roten Pfeil der vorherigen
Skizze) wo die geringere Dichte vorhanden ist.Dieser Merksatz gilt nattrlich nur dann,
wenn die Dichte in eine Richtung abnimmt/zunimmidumcht inhomogenen Wechseln
unterliegt!

N

\
1 \
\ !
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\ ’

’
N
Seoo-7 N

Sonne (virtuelb\ Luftschichten
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0
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Lichtstrahl e N Dichte nimmt zu
Sonne (real) _— _— el
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.
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Horizontlinie des Beobachters in B

Skizze zum Sonnenuntergang: Obwohl die Sonne dadwe(mirtuell) noch Gber dem Horizont
steht, ist sie in Wirklichkeit schon langst am Hont untergegangen. Der Winkelabstand ist
am Horizont etwa 35 Winkelminuten, daher sogar stgréf3er als die Sonnenscheibe, die nur
einen Durchmesser von etwa 32 Winkelminuten besitzt

scheinbar C reale Sonne ist
Sonne schon in A
T untergegangen
Horizont ca. 35

T 74
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2.3.1 Gruner Strahl (Green Flash):

Mit der vorangegangenen Erklarung, in welcher Weisdarbiges bzw. monochromatisches
Licht Luftschichten unterschiedlicher Dichte dugiit, sind wir nun einen Schritt naher
gekommen, um Konsequenzen fur das Sonnenlicht @beul Denn das sichtbare Licht der
Sonne besitzt ein Spektrum an Lichtfrequenzenfidieden Menschen innerhalb der Grenzen
von Infrarot (langwelliges Rot) bis zum Ultravidl¢kurzwelliges Violett) wahrgenommen
werden konnen. Das entspricht den Wellenlangencaom00 nm (violett) ... 750 nm (rot)
bzw. den Frequenzen von ca. 750 THz (violett)QQ #Hz (rot).

| 750 Terahertz 400 Terahértz
| 400 Nanometer 750 Nanométer

Denn die Multiplikation der Frequenz mit der Welkamge ergibt die Geschwindigkeit des
Lichtes (hier die theoretische Vakuumgeschwindigkei

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum:- v, = f [A

Am Beispiel des violetten Lichts ergibt das die efdtnre Vakuumlichtgeschwindigkeit von:
v, = 400Nanometef750Terahertz= 400x10™° m[750x10*s™ = 300x10° m

Q

o]

Aus dem obigen Farbspektrum besteht das sichta®e" Licht unserer Sonne. Wenn sich
Licht einer bestimmten Frequenz in einem Mediuntpftanzt, dann geschieht das ebenfalls
mit einer bestimmten Geschwindigkeit. D.h., dietpflanzunggeschwindigkeit des Lichts ist
frequenzabhangig und wird sich in einem Medium dstat aul3ern, dass ein entsprechender
Brechungsindex fir diese Frequenz gilt. Ein Licmidbei, welches z.B. Luftschichten mit
unterschiedlichen Dichten durchquert, wird fiir jeslezelne Frequenz einen "individuellen™
Pfad wahlen, der dem Prinzip der kurzesten Zeitogghl. Aus diesem Grund werden
kurzwellige Frequenzen (wie z.B. das blauvioletieht) starker gebrochen als langwellige
Frequenzen (wie z.B. das rote Licht). Als knappe&tung soll daher genligen, dass sich die
verschiedenen Frequenzen die Lichtes als elektroatsghe Wellen beim Durchqueren
eines Mediums unterschiedlich schnell fortpflanz&fan muss in diesem Fall von der
scheinbaren Lichtgeschwindigkeit sprechen, da sicie "ungestorte” elektromagnetische
Welle auch innerhalb eines Materials von A nach iBdar konstanten Lichtgeschwindigkeit
Co = 2,998 x10"8 m/s ausbreitet. Nun gibt es im Matgrermanent Interaktionen zwischen
den dort befindlichen Atomen und Molekilen (Elekia, Protonen) und dem elektrischen
Feld. Elektronen werden von Lichtwellen angeredéKiEon absorbiert z.B. ein Photon bzw.
Lichtquant) konnen aber auch wieder auf einen etisch niedrigeren Zustand zurtickfallen
(Elektron sendet z.B. ein Photon bzw. Lichtquans)aunfolge der Wechselwirkung der
elektromagnetischen Welle innerhalb des Mediums rkbras dazu, dass die Elektronen
bewegt werden, wobei die angeregten Materieteilcdann wieder zeitlich verzdgerte
Elementarwellen abstrahlen. Die Gesamtheit allessali Wirkprozesse in einem Medium
fuhrt quasi zu einer vergleichbar zeitlichen Veragpng beim sich durch das Material
bewegenden Licht, was sich in Form einer kleineBaschwindigkeit zeigt. Da violettes
Licht starker gebrochen wird, steht dieses im Zusamhang mit einer scheinbar niedrigeren
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Lichtgeschwindigkeit, genauer gesagt Phasengesdigkeit, wenn wir hier einmal das
langwellige rote Licht als Vergleich gegenuberstellWas sich nicht andert ist die Frequenz
des Lichtes beim Durchqueren des Mediums.

Was bedeutet das nun fur unsere Sonnenstrahlesjaflicoeim Sonnenuntergang durch die
verschiedenen Luftschichten zu uns hindurcharbeitéfenn sich also die verschiedenen
Frequenzen mit ihren unterschiedlichen BrechzatenLuftschicht zu Luftschicht bewegen,

dann werden diese Lichtstrahlen unterschiedlichkk sggkrimmt. Das macht sich dann auf
diese Art bemerkbar, dass die Sonnenscheibe niafir reinheitlich als eine "weil3e"

Lichtflache erscheint, sondern es mehrere Lichibelme mit verschiedenen Frequenzen
(Farben des Spektrums) gibt, die um ganz geringérnkeldistanzen zueinander verschoben
liegen.

Lichtstrahlen:
violett /griin / rot

"verschiedene Sonnen" (virtuell):
liegen um geringe Winkeldistanzen zueinander veiseh

Sonne (real)

.
Q
.,
.
LN
"
.
o

Erdoberflache

3
.
",
LN
D
L
.
L
LN
LN
N,
N
N,
L
o,
L

Horizontlinie des Beobachters in

Die sogenannte Dispersion (Zerlegung) des Lichtesmiehrere Frequenzen zeigt sich
beispielsweise beim Lichtdurchtritt durch die Atrpbére verstarkt, wenn die Sonne schon
sehr tief steht wie beim Sonnenuntergang. Da den&weinstrahlung normalerweise zu hell
ist, kann der Beobachter diese Farbauffacherunglm®em Auge nicht erkennen. Denn wie
wir im vorherigen Kapitel erfahren haben, liegt dMinkeldifferenz zwischen realer und
scheinbarer Sonne bei etwa 35 Winkelminuten (0\&&¥elgrad). Die Winkeldistanzen der
verschieden farbigen Sonnenscheiben untereinamkmnsederum um ein Vielfaches kleiner
als die Winkelabweichung zwischen der sichtbarueiten und der real untergegangenen
Sonne. Zwischen der roten und blau-violetten Sdiege die Winkeldistanz im Bereich einer
halben Winkelminute, zwischen der roten und griBenne siedelt sich der ungefahre Wert
nur noch bei einem Viertel einer Winkelminute an)

Daher hat der Beobachter allein schon zeitlich lggseur sehr geringe Mdglichkeiten, Zeuge
eines solchen Schauspiels zu werden, da diesenasdRhanomen im Hdochstfall wenige
Sekunden sichtbar ist, meist jedoch nur noch ald Ausgesandtes grines Leuchten flr einen
kurzen Augenblick zu beobachten ist. Dieses Schalugg auch deswegen selten, da als
Randbedingung eine sehr saubere und klare LufemAdmosphéare vorliegen muss. Diese
Bedingungen liegen eigentlich nur noch auf dem Mmkar in den Bergen vor, aber auch in
den arktischen Gebieten ist der "Green flash" roclveobachten. Es gibt sogar Fotografien
eines "Blue flash", die in der Region des Sudpafgenommen wurden.

#1) weitere Details zu der Refraktionsgleichung deAtmosphare werden im Kapitel 4 behandelt
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Denn je sauberer die Luftschichten sind, welcheldas passiert, desto weniger wird dieses
gestreut. Rotes Licht wird als langwellige Frequeveniger gestreut als grines Licht und
dieses wiederum weniger als das blaue Licht. Dateter Normalfall, dass die Frequenzen
fur das grine und blaue Licht beim Sonnenuntergahfichtweg schon weggefiltert werden,
ehe sie beim Beobachter eintreffen kdnnen. Es eiftbtlas bekannte tiefrot glihende Licht
der untergehenden Sonnenscheibe am Horizont.

"grine Sonne" steht noch
geringfligig tGber der "rote Sonne" ist
Horizontlinie schonin A
_ untergegangen
Horizont

Y A 7

Das seltene Phénomen eines "Green flash": Kurz desmchdie rote Sonnenscheibe am
Horizont untergegangen ist, kann es zu einem Adfieen des Randes der um eine geringe
Winkeldistanz verschobenen grinen Sonnenscheibenkeom

/

Der "Grune Strahl" ist also ein Ergebnis der urteiesdlichen Brechungseigenschaften der
verschiedenen Lichtfrequenzen. Das Thema der Liebtlung wurde anfanglich im Kapitel
2.2 durch das Prinzip von Fermat anschaulich betianéin dieser Stelle mochte ich aber
noch die Uberwiegend gangigere Erklarung des Bregsgesetzes anfiihren, so wie sie in den
meisten Schulbtchern zur Darstellung kommt.

Wieder wird als Ausgangspunkt eine Lichtquelle mibnochromatischem Licht (nur eine
bestimmte Frequenz) vorausgesetzt. Dieser Liclhistrifft in einem bestimmten Winkel auf
ein dichteres Medium und pflanzt sich von dort aus einer geringeren Geschwindigkeit
fort. Die Wellenfronten des Lichts bleiben dabettstparallel, auch nachdem das Licht in das
dichtere Medium getreten ist. Man kann sich diai&ion ahnlich so vorstellen, als wirde
eine Kompanie von Soldaten im Gleichschritt lauterd dann plotzlich in ein sumpfiges
Gelande eintreten. Sobald dieses unwegsame Geferthé wird, werden die Soldaten
langsamer werden und zwangslaufig in engeren Raibmmschreiten (entspricht beim Licht
der geringeren Distanzen der Wellenfronten).

Marschrichtung

Ax1 # = Soldat von oben

Grenzlinie

sumpfiges Gebiet:
Die Abstande der Reihen

verkirzen sichAx)
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Anhand der vorangegangenen Skizze wird nun folgemail mit den Winkelfunktionen in
Beziehung gebracht:

Grenzlinie
Ax1/L = sina
Ax2/L = sinf3
. AxL . AX2 AXIL  Ax2
sing =— sing=—- L =
L L sinag sing

Da sich die Wegdifferenzetix1 undAx2 sich genau so verhalten wie die Geschwindigkeite
in Pfeilrichtung, kann man stafix1 = vl undAx2 = v2 schreiben und kommt damit
letztendlich wieder auf das Brechungsgesetz votliGsie

V, V. v, _sina
—1 =2 -~ -L==—— :Brechungsgsetz
sinag sing v, sing

2.3.2 Die Luftspiegelung auf heil3en Oberflachen:

Gerade in den heilen Sommermonaten kommt es selomfdass auf den asphaltierten
Stral3en die Oberflache eine weitaus hohere Temypdrasitzt als die Luft. Direkt oberhalb

des Asphalts wird sich daher die Luft entsprechemehr erwarmen als in den hoheren
Luftschichten. Da warmere Luft eine geringere Dachesitzt als kihlere, nimmt die Dichte

mit der Hohe zu. Wir haben jetzt genau den umge&erhfall des Dichteverlaufs, welchen

wir beim Eintritt des Sonnenlichts in die Atmosphanrausgesetzt hatten. Insofern ist der
Dichtegradient in die Gegenrichtung weisend, wosnth der Lichtstrahl nun gemal der
Devise "... beult sich in die Richtung konvex nach au3endie geringere Dichte vorhanden

ist" in die andere Richtung biegen wird.

Liegen also derartige Randbedingungen vor, danm Kalgendes Phanomen beobachtet
werden, dass namlich auf dem hei3en Belag der &eafe hellblaue Flache sichtbar wird
oder auch ein Objekt dort umgekehrt als Spiegeinrgyscheinung tritt. Wie wir gleich sehen
werden, handelt es sich bei den hellblauen Flacken,&hnlich wie kleine Seen oder
Wasserflachen aussehen, um die Reflektion desaagblHimmels. Zum einen kann sich das
blaue Licht von einem Punkt A aus direkt zu unsBdsbachter bewegen, aber gemaR dem
Prinzip der kirzesten Zeit versucht das Licht aeicten Pfad zu wéhlen, der entlang einer
gekrimmten Bahn in Form einer Reflexion zu uns kémm
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Tangente bei B
A Dichte nimmt zu

. . \ Luftschichten

B
Nachbépfade /,//
Atist groRer! .~
o ’ bendtigte Zeit fur Pfad K: At
=> At ist bezlglich des Pfades K lokal
C minimal, d.h., die Nachbarpfade von der

Kurve K benétigen eine langere Zeit

Der Beobachter in B kann also einmal das Objeldkdibeobachten, wenn die Blickrichtung
nach A verlauft, aber auch das Spiegelbild enti@@gTangente (von Pfad K) in Richtung C
wahrnehmen. Ist in A der blaue Himmel zu erkenmamn sieht der Beobachter in B blaue
Flachen, wenn sein Blick zum Boden hin geneigthindelt es sich bei A um ein Objekt,
wie z.B. ein Auto oder ein ferngelegener Berg, damht man ein gleichfalls gespiegeltes
Bild von diesem Objekt. Ein Baum konnte in dieseall 5o aussehen, als wirde er oben und
unten eine Baumkrone besitzen, da beide BilderemREgel miteinander verschmelzen. In
diesem Fall kreuzen sich die verschiedenen Objakisin unterwegs und verdrehen das Bild.
Aber auch umgekehrt kbnnen zwei aufrechte Bildeteimander verschmelzen, wenn die
Strahlen sich nicht kreuzen. Diese Art der Spiegglan den Grenzflachen von Luftschichten
ist auch unter dem Namen "Fata Morgana" bekannt.

Luftspiegelung des blauen Himmels auf dem Straf§gradt in der Néhe vom Horizont
(aufgenommen im Kalbarri Nationalpark / Australien)
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2.3.3 Die Fokussierung des Lichts bzw. "Methode d&leichzeitigkeit":

Mit dem "Prinzip der kirzesten Zeit" haben wir theittveile ein Werkzeug, um die Gesetze
fur die Lichtbrechung, die Reflexion, die Dispersiond die Luftspiegelung zu erklaren. Ein
weiterer Schritt hin zu einer hoheren Komplexitdérev nun, wenn man nicht nur ein
Lichtstrahl betrachtet, der von einer Quelle A kotmund nach B geht, sondern von vielen
Quellen ausgeht (z.B. die Parallelstrahlen der 8pmwelche alle in einem Brennpunkt F
verlaufen sollen.

Damit so etwas nach optimalen Regeln geschehen kaimsste beziiglich der Quelle und des
Brennpunktes ein optisches Medium in Aktion tretexe|ches samtliche Strahlengéange so
beeinflusst, dass diese einen Punkt kreuzen. Winde nur einen einzigen Lichtstrahl
herausgreifen, dann gilt nattrlich das Prinzip Warmat mit der kirzesten Zeit zwischen
Quelle A und Brennpunkt F. Wird dieses Prinzip gdauf samtliche Strahlquellen erweitert,
dann stellt sich hier die Forderung nach der Glmdigkeit fur alle Strahlengange. Dieses
neue Prinzip bzw. die "Methode der Gleichzeitigkesbll nun im Folgenden behandelt
werden. Wir werden sehen, dass sich mit dieser ddiethviele optische Systeme ableiten
lassen, die uns aus dem Alltag bekannt sind.

Beginnen wir aber erst einmal mit der planparatieBrechung an einer Scheibe mit der
konstanten Dicke d (z.B. eine Fensterscheibe). Waa sieht, werden alle Parallelstrahlen
von Al, A2 und A3 ausgehend ebenfalls parallel gelfoen, wenn sie ins Material eintreten.
Aber auch beim Austritt aus dem Material verlaufiem Strahlen wieder parallel zueinander.
Sie haben also keinen gemeinsamen Brennpunkt F-®@tkerung muss daher lauten, dass die
Pfade alle in der selben Zeit in dem Brennpunkihkoanmen.

A3 >0 | F3
A2 >0 | F2

Strahlenverlauf bei der planparallelen Brechungefstiert kein gemeinsamer Brennpunkt.

Um dem endgultigen Ergebnis langsam néher zu komstelien wir uns einfach mehrere
konisch zulaufende Scheibendicken mit unterschibdh Dicken d1 ... d3 vor. Der
Strahlengang von Al aus soll dabei geradlinig vegagetzt werden. Die weiteren
Strahlengange von A2 und A3 aus (weiterhin paralleR1) haben nun eine Materialdicke zu
durchlaufen, die bezogen auf einen gemeinsamempBugtkt dieselbe Zeit bendtigen, so wie
es die nachfolgende Skizze zeigt.
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| d3
A3
A2
F
Al —> K1
K2
K3

Wenn man sich die Pfade K1 ... K3 bis zum Brennpuhknschaut, dann ist zu erkennen,
dass K1 den direkten geradlinigen Weg nimmt. Witzese voraus, dass sich das Licht
innerhalb des optischen Materials langsamer bevidegizon der Quelle A2 aus der Pfad zum
Brennpunkt F langer ist, muss diese Strecke Zieilingespart werden, indem die Wegstrecke
durch das dichtere Material geringer ausfallt. Dakedie Dicke d2 kleiner als d1. Fur den
noch weiter auf3en befindlichen Ausgangspunkt Adgit entsprechend auch, sodass hier die
Dicke d3 wiederum kleiner ausfallt als die schastuerte Materialdicke d2.

Bei richtig gewahlter Dickenabnahme entsteht sagmt optisches Profil, welches fur alle
Pfade denselben Zeitaufwand bedeutet.

S6(K) = Y4 (K,) = X8 (Ky) mit Dot =t

tl: bendtigte Zeit von der Quellg Bis zum optischen Profil
t2: bendtigte Zeit durch das optischen Profil
t3: bendtigte Zeit vom optischen Profil bis zuneBnpunkt F

Das in der Skizze dargestellt Profil ware somitm@ine sehr grobe Annéherung fur die
Forderung, dass die von links kommenden Parali¢lstn sich im Punkt F treffen. Um die
nachste Hurde zu nehmen, die uns ein passablasdtnes optischen Systems liefert, stellen
wir uns nun die Situation vor, dass alle Strahlen ginem Quellenpunkt A aus starten. Diese
Lichtstrahlen verlaufen sodann zu dem optischefilPdorchqueren dieses und kreuzen dann
alle den Brennpunkt F. Das optische Profil bediliet Einfachheit halber einen konstanten
Radius r auf der linken Seitez2)

#2) eine genauere Ableitung der Formfunktion wirdm Kapitel 4 dargestellt
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Die Forderungen, die wir hier noch voranstellenlemlsind:

- Der Quellenpunkt A soll unendlich weit entfesein, also x und x— 00
- Die Hohe h soll gegenlber der Strecke y bzwelr klein sein.
- Die H6he h soll gegentber dem Radius r sedinldein.

Wenn diese geometrischen Forderungen vorliegeriemivir auch folgende Vereinfachung
an einem rechtwinkligen Dreieck nutzen, unter Zehihkhme des Satzes von Pythagoras:

h+y*=(z+yY)’
h2 + y|2: ZZ +2Q|3/l+y|2

Der Term z? ist gegenuber den anderen Ausdrickemesentlich klein, sodass er
vernachlassigt werden kann.

h*+y*=2[zly+y” - h*=2[zly _)Z~—2Ey'

In &hnlicher Weise gilt aber auch diese Naheruragl, ywund y' sich relativ kaum voneinander
unterscheiden:

y'-h'=y*=(y-2)°
y2_h2:y2_2|1|3/+22
y'—h'=y -2[z[y

Steht das y im Nenner, dann ist die Naherung féime geringe Spur kleiner als der wahre
Wert, setzt man das y' in den Nenner, dann istN#ieerung geringfligig gro3er als der

korrekte Wert.
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Mit dieser Naherungsformel lasst sich nun eine &aang zwischen dem Radiusprofil des
optischen Systems (entspricht einer Linsenform) waetnh Abstand zum Brennpunkt F
ableiten, der als so genannte Brennweite bezeiatingt

Es werden deshalb die einzelnen Zeiten aufaddiertgegenibergestellt, die der direkte Pfad
von A nach F bendétigt und die der abgeknickte Rfad A nach B nach F erfordert. Die
Lichtgeschwindigkeit auf3erhalb der "Linsenform”lstdnn ¢ sein (Luft) und innerhalb des
Materials (z.B. Glas) den Wer{y@annehmen.

X

t,=— tzzl : Zeiten von A nach B nach F
CL CL

t'lziztl—h_gi—h_gj_-
C, 2lx ¢, 20 c

Y h* 1 .

t, ===t — 0~ : Zeiten von A nach P nach F
C, 2Ly c

t'g:i:h_gi
c, 20U c,

Die "Methode der Gleichzeitigkeit" setzt nun voradass die Zeiten gleich sein missen:

t+t, =t +t +t

PP O e S e U R (e 8
2k ¢, 20 c 2Ly c 20t c,
- h’ 1 1 1 1
- 0= + + -
2 \xle rle yle rle,

1.1 1(c 1.1 _1(c
x y r{c, x y r{c,

Gehen wir nun erganzend davon aus, dass der PuakeAdlich weit weg liegt (x lauft dann
gegen Unendlich) und das Geschwindigkeitsverhatirics; durch einen Wert n ausgedrickt
wird, dann erhalt man die folgende Beziehung:

1 1 r : .
== [ﬂn —1) - Yy=—=Yy : Brennweitenberechnung
y
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D.h., wenn wir fUr eine bestimmte Brennweite (Albstay' in unserem Beispiel) eine
Linsenform suchen, dann kann hieriiber der RadiesediLinse als Naherung errechnet
werden. Parallelstrahlen wie z.B. Sonnenstrahlerderiisich durch eine solche Linsenform
fokussieren lassen und im Punkt F sammeln.

Das fahrt uns jetzt zu einer Erweiterung der Pnaisiellung, wenn neben dem Radiusoch
ein weiterer Radius;rhinzukommt. Das hat schon sehr groRe Ahnlichkeitden Linsen-
systemen, wie sie fur Brillen beim Optiker verwenderden.

tl+t2: tl_h_[_&_h_[_& + tz_h_[_|£+h_|:_|]; + h_ _h_
2k ¢ 2t c 2Ly ¢ 20, c 208, 20,
- h* 1 1 1 1 1 1
- 0= + + - + -
2 \xte, rle yle rle rle, rle,

_,O:E+£-££-ij[éi-} _,lz(i—ijmn—l) wenn X — o
X Y r r C Yy r r

1 2 M 1 2

zo FH

D.h., solange der Klammerausdruck mit den rezipndRadien positiv ausfallt, fokussiert sich
das Licht im Punkt F rechts von der Linse (Sammsdibzw. VergréRerungsglas). Sobald
aber der Radius; megativ wird (Krimmung verlauft in Gegenrichtung)d r positiv bleibt,
dann wird das Profil nach auf3en hin immer dickerdiesem Fall handelt es sich um eine
Zerstreuungslinse, deren virtueller Brennpunktdisom Punkt P gelegen ist. Negativ wird
dieser Klammerausdruck aber auch, wenn beispieden@r Radius kkleiner als 1 ist. Auch
dann verhalten sich die Lichtstrahlen so, als wiirdee links von P in einem virtuellen
Brennpunkt ausgehen wollen.

Mit diesem Kapitel Gber die "Methode der Gleichggieit” haben wir nun ein Anwendungs-
beispiel kennengelernt, wie man die Brennpunkte Rallien eines Linsensystems in
Beziehung setzen kann. Mit dem folgenden Kapiteaken wir einen weiteren Einblick, wie
mit dieser Methode Spiegelsysteme konstruiert weldinnen, die Brennpunkte aufweisen.
Wir wechseln von der Lichtbrechung in den Bereieh Reflexion und setzen erneut voraus,
dass alle Lichtstrahlen dieselbe Zeit bendtigen.
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2.3.4 Der Brennpunkt eines konkav gewoélbten Spielge

Mit der jetzt kommenden Konstruktion und Herleitugiger Kurve, bei welcher alle Parallel-
strahlen mittels Reflexion durch einen BrennpunkgekRen, soll auch der Nachweis angefihrt
werden, dass diese Kurve in jedem Punkt auch déexiesgesetz widerspiegelt.

Fur diese Konstruktion stellen wir uns vor, diedHatstrahlen kommen von oben und gehen
nach unten und werden dann an einer Kurve gespiegmlass sie alle nach F reflektiert
werden. Dabei soll der Strahl, welcher mit der yage zusammenfallt, von der Kurve wieder
senkrecht nach oben gespiegelt werden. Dieser|&tigdng soll daher einen Referenzpunkt
(bei w = - h/2) auf der Kurve festlegen, quasi dort eirfgtartpunkt abbilden. Alle
Parallelstrahlen haben als Ausgangslange das Mafdt$ollen diese Lange als Strahlengang
auch nach der Reflexion beibehalten. Der Urspriglpunkt) des x-y-Koordinatensystems
soll mit dem Brennpunkt F Gbereinstimmen.

O
9,
\ 4

X

In der folgenden Skizze konstruieren wir nun eikamvenverlauf auf die Weise, dass die
Streckenabschnitte a, b, c, d, und e, die senknatter der Kurve wegfallen, genauso lang
sind wie die Streckenabschnitte a, b, ¢, d undredey Kurve bis zum Brennpunkt F.

Die Kurve hat somit zwei markante Aussagen:
Yx=0)=-h/2 und y-n=0 sowie eine waagerechte Tangente beim Pygk, .

Wenn diese Kurve durch die Eigenschaft eines Pohgausgedrickt werden kann, so muss
diese mindestens zweiten Grades sein. Anhand dghstgin Skizzen lasst sich nun eine
Gleichung aufstellen, die diesen Kurvenlauf besbhrehne erst einmal darauf zu achten, ob
der beschriebene Kurvenverlauf Giberhaupt in jedankPmit den Reflexionsgesetz vereinbar

ist. Was vorerst erflllt ist, das ist die benotigieit der Strahlen, die von der oberen

Strichpunktlinie aus starten und von dem Kurveaastin den Brennpunkt F abprallen.
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Um die Gleichung fur die Kurve ableiten zu konneswll der Strahlengang mit den
Teilstrecken ¢ naher betrachtet werden. Das QuatkatStrecke c¢ lasst sich dann auf
zweierlei Weisen berechnen.

A
y Xc
¢*= y(x)*+ X°
und
F =[h+y) ]
Q— > X
.G y(Xc)
\ h
Cz :y2+X2 :(h+y)2
V+x'=h+2hy+y’ S Y= X 2_hh Polynom 2. Grades

Es liegt also eine Parabel in diesem Fall vor.
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Was als nachster Schritt noch fehlt, das ist dist&8&yung dafur, dass in allen Punkten dieses
parabolischen Kurvenprofils die Parallelstrahlesn& gespiegelt werden. Wir nehmen zur
Veranschaulichung wieder den Strahlenverlauf imtatd x von der y-Achse.

Das gelbe Dreieck besitzt zwei gleich lange Schledé&eLange c, also mit der Distanz vom
Brennpunkt F aus bis zum Punkt der Kurve heDemzufolge hat dieses Dreieck auch zwei
identische spitze Winketi. Der dritte Winkel im gelben Dreieck wird durchnd&Vert
(180°-2x) gebildet. Das bedeutet nun, dass der Nebenwatdkebn (hellblau gefarbt) gleich
dem doppelten Winkek entspricht. Das ware aber der ganze Winkel zwisadem bei ¥
einfallenden Strahl und dem reflektierten Straldmg. In diesem Fall muss die Spiegelachse
diesen Winkel halbieren, damit das Reflektionsgesa&tgehalten wird. D.h., der Einfalls-
und Austrittswinkel entspricht dem Winkel, dessen Tangenswert durch tan= X/h
ausgedruckt werden kann. Damit im Kurvenpunkt heder einfallende Strahl auf diese
Weise reflektiert werden kann, muss die Kurventateggan diesem Punkt senkrecht zur
Spiegelachse liegen. Das bedeutet wiederum, dasgatigentensteigung dy/dx dort ebenfalls
dem tana entsprechen muss.

Die erste Ableitung nach dx liefert fur die Kurvie dangentensteigung, sodass dann nur der
Wert x. zur Kontrolle einzusetzen ware.

y(x) = - [fx ~ 1)

2h
gy = AYX) _ X : X
= == - =" =tana

Wie man sieht, zeigt das Ergebnis tan= x/h, dass dieser Wert sowohl als Tangenten-
steigung im Spiegelpunkt als auch im weil3en Dreieokiegt, da dort die Gegenkathete
durch x und die Ankathete durch h ausgedrickt wird.
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2.3.5 Die Brennpunkte weiterer ReflexionsprofileKegelschnitte):

Die Parabel des vorherigen Kapitels stellt alsoRefiexionsprofil dar, welches eine Vielzahl
von Parallelstrahlen in einen Brennpunkt F spiededtv. fokussiert. Wir werden im
Folgenden sehen, welche anderen KurvenverlaufeEdjenschaften besitzen, das Licht in
Brennpunkte zu vereinigen. Und bei allen diesenvEardirfen wir davon ausgehen, dass die
Laufzeit des Lichts mit der Methode der Gleichzgit korrespondiert.

Ein sehr einfaches und ohne weitere Erklarungerewhtendes Beispiel stellt der
Kreisbogen dar. Die Eigenschaft des Kreises isgsdalle Lichtstrahlen, die durch den
Mittelpunkt des Kreises gehen, nach dort auch wiedsdlektiert werden. D.h., der
Quellenpunkt M des Lichtes ist identisch mit dememrpunkt. Oder wenn wir den
Quellenpunkt ebenfalls als Brennpunkt bezeichnanndiegen beide Brennpunkte identisch
Ubereinander.

Kreisbogen
P: Reflektionspunkt
r blau: einfallender Strahl
Pee_ rot: reflektierter Strahl
r

M: Brennpunkt Flund F2
liegen Gbereinander

Was geschieht nun, wenn die Brennpunkte F1 und iEBt mehr Ubereinander liegen,
sondern im separatem Abstand voneinander liegentaGeler Methode der Gleichzeitigkeit
misste die Streckensumme vom Brennpunkt F1 zumeRefhspunkt und von dort wieder
zurick zum Brennpunkt F2 immer als konstant voresegzt werden. Die Konstruktion
dieses Kurvenprofils kann man sich so vorstellds wairde man einen Faden der Lange L
mit dem einen Ende am Brennpunkt F1 und mit dememm Ende am Brennpunkt F2
befestigen. Spannt man nun den Faden mit einery &ihn kann dieser Stift den Kurven-
verlauf markieren, wenn der Faden stets straff lgghawird. Diese Art der Kurven-
beschreibung bezeichnet man als so genannte "@étrstruktion einer Ellipse”. Denn die
Eigenschaft einer Ellipse ist, dass die Strahles d&m einen Brennpunkt in den anderen
Brennpunkt der Ellipse gespiegelt werden kann undekehrt.

Anhand der folgenden Skizze werden die Eigenscohafieer Ellipse dargestellt. Unter einer

Ellipse darf man sich einen deformierten Kreis telten, der zusammengedrtckt wird. Durch
diese Deformation kommt es zur Trennung des Kréistpunktes, welcher sich dann in zwei

Brennpunkte aufspaltet. Die Ellipse besitzt zwediea: Der grof3e Radius a liegt auf der
Achse, auf welcher sich auch die Brennpunkte befindSenkrecht dazu liegt der kleine

Radius b. Die Summe der sogenannten Leitstrahlenyah den Brennpunkten ausgehen und
einen Punkt P auf der Ellipsenkurve abbilden, blsiets dieselbe und hat den Wert vom
doppelten Grof3radius a.

D.h., die Summe ist immer konstant: 14L,=L"% + L =const. =2a
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Brennpunkte Flun\d F2 P Reflektionspunkt
liegen im Abstand e blau: einfallender Strahl
voneinander entfernt rot: reflektierter Strahl

Ein Lichtstrahl, der vom Brennpunkt F1 ausgesendsl, findet nach der ersten Reflexion
bei P den Weg durch den Brennpunkt F2 und wird daiederum im Punkt P' so reflektiert,
dass er wieder am Ausgangspunkt F1 zurtickkehrt.

Mathematisch werden diese Eigenschaften der Elipedolgt ausgedrickt:

Mittelpunktsgleichung: Lineare Exzentrizitat:

X2 y2

— + F = e=+a’*-b?

a

Leitstrahlensumme: Parameter p (H6he Uber Brennpunkt):
b2

L +L,=2la p=—

a
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Das Prinzip von Fermat findet bei der Ellipse inzBg auf die Spiegelung der Leitstrahlen
seine Anwendung, denn die Tangente im Punkt P dasveliverlaufs ist zugleich
Spiegelebene fur den dort eintreffenden Strahl gorem Brennpunkt zum anderen. Der
Kurvenverlauf der Ellipse selbst in seiner Gesaihilsedann eine Eigenschaft, die sich aus
der Methode der Gleichzeitigkeit ableitet, denn \dlegstrecke von einem Brennpunkt zum
anderen per Reflexion ist immer das Zweifache voofRgn Radius a.

Damit kdmen wir nun zum dritten Kegelschnitt, namlder Parabel. Und hier kdnnen wir
den weiteren Gedankengang verfolgen, die Ellipsehnmoehr zu deformieren, sodass die
beiden Brennpunkte F1 und F2 immer weiter auseigragedrangt werden. Behalten wir also
die ganz rechte Seite der Ellipse mit dem Brennp&ikim Auge und schauen was passiert,
wenn der Brennpunkt F2 bis ins Unendliche nachsliggzogen wird. Die Deformation des
rechten elliptischen Kurvenastes wird bei diesemfalgen immer mehr Ahnlichkeiten mit
einer parabolischen Kurve erhalten. Wenn theotetter Brennpunkt F2 im Unendlichen
gelandet ist, dann liegt ein Grenziibergang hinimareParabel vor. In analoger Weise gilt
dann trotzdem noch die Eigenschaft der Ellipses digs Leitstrahlen an der Kurve gespiegelt
wieder in die Brennpunkte verlaufen. Und hier kdmmér dann auch beim Parallelenaxiom
von Euklid ansetzen, welches besagt, dass sich parillele Gerade im Unendlichen
schneiden. Im Umkehrschluss dirfen wir also davasgehen, dass alle Strahlen vom
Brennpunkt F2 (liegt unendlich weit weg) sich wierdllelstrahlen verhalten und somit an der
Parabelkurve in den Brennpunkt F1 gespiegelt werden

Genau diese Eigenschaft hatten wir im Kapitel 2I8#andelt, als es um die Suche nach
einem Reflexionsprofil ging, das Parallelstrahlem®inen Brennpunkt spiegelt.

Parallelstrahl aus
dem Unendliche Parabel

«——F2 D
Im Unendliche|

P: Reflektionspunkt
blau: einfallender Strahl
rot: reflektierter Strahl
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Schlussendlich bleibt der vierte Kegelschnitt, derch die Hyperbel ausgedriickt wird. Hier
muss man sich jetzt die Frage stellen, welche Bigeaft sich mit dieser Kurve vereinbaren
lasst. Beim Kreis sowie bei der Ellipse und deraBal gab es eine Gemeinsamkeit. Alle
Strahlen haben die Kurven von der konkaven Seite gatroffen, also im Sinne eines

"Hohlspiegels" ihren Weg genommen. Aber ahnlich eeder Zerstreuungslinse gibt es nun
auch die Moglichkeit, einen Woélbspiegel (konvexet&Sals Spiegelflache) zu konstruieren,

mit der Eigenschaft, dass alle reflektierten Sealdo verlaufen als wirden sie von einem
virtuellen Brennpunkt aus starten. Und diesen Gtiarabesitzt nun im Allgemeinen eine

Hyperbelkurve.

Der eine Brennpunkt einer Hyperbel liegt weiterhirf der konkaven Kurvenseite, wahrend
der andere Brennpunkt auf3erhalb davon, sich alfale@ukonvexen Seite befindet. Hier
konnen wir wieder eine Grenzbetrachtung wie beinergang Ellipse => Parabel machen,
nur dieses mal in umgekehrter Folge. Stellen wi uar, der zweite Brennpunkt auf der
konvexen Seite wirde unendlich weit weg sein, daéren alle am Wolbprofil auftreffenden

Strahlen parallel. In diesem Grenzfall sind wir ralveeder bei der Parabel, welche punktuell
die Grenze zwischen Ellipse und Hyperbel bildeth. Dwenn wir bei der obig behandelten
Parabel die Parallelstrahlen von der anderen 8eitauftreffen lassen, dann hétten wir mit
demselben Brennpunkt F1 (nun virtuell) die Eigeasichiner Zerstreuung der Strahlen, die
scheinbar von diesem Brennpunkt aus kommen.

Parallelstrahl aus y
dem Unendliche

P: Reflektionspunkt
blau: einfallender Strahl
rot: reflektierter Strahl

Parabel

Brennpunkt F2 im Unendlichen,
dieses mal rechts von der Parabel

Bleibt daher nur noch der Fall zu behandeln, bei der zweite Brennpunkt F2 im Endlichen
vorliegt, womit die gedankliche Kurvendeformatioar dParabel in Richtung einer Hyperbel
Ubergeht.
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Hyperbel L T y Asymptote
) ,

(linker Ast) /
’ Tangente

r=2a > P
v T~._ Spiegelachse
Ll ~ \\ T .
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I ot st Ll K== f _4_._._\+._A_._.A_.H
T R2 | F1
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i p
| v
a | a —2
£ > /
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P: Reflektionspunkt Hyperbel (rechter Ast)

blau: einfallender Strahl
rot: reflektierter Strahl

Mathematisch werden diese Eigenschaften der Hypetbdolgt ausgedruckt:

Mittelpunktsgleichung: Lineare Exzentrizitat:

X2 y2

~ b e=+va +b’

a

Leitstrahlensumme: Parameter p (H6he Uber Brennpunkt):
b2

L -L,=2la p=—
a

An der Gleichung der Leitstrahlensumme erkennen auf welche Weise die Methode der
Gleichzeitigkeit bei diesem Fall anzuwenden ists & jetzt etwas schwieriger zu deuten,
weil die Wegstrecke 1.gar nicht durchlaufen wird. Auf dem ersten Blighen wir namlich
nur, dass entlang der Hyperbel die Wegdistanzgnbis zu den Spiegelpunkten P
unterschiedlich ausfallen werden. Fir diesen Faissnunsere Aussage so lauten, dass die
Forderung einer konstanten Leitstrahlensumme safergelten hat, weil die Wegdistanz L
als eingesparter Weg anzusehen ist. Daraus resudtiso eine Differenz der beiden
Leitstrahlen, welche in jedem Punkt P konstant\dfemt 2a liefern muss.
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Es verhélt sich also so, als wirde der reflekti&tr@ahl (rot) schon vorzeitig im Brennpunkt
F1 gestartet sein, um dann zeitgleich im Punkt P deim einfallenden Strahl (blau)
zusammenzustof3en und als realer reflektierter Su@th fortzulaufen. Der virtuell vorzeitige
Start vom Brennpunkt F1 lasst sich somit als negafieit bzw. als Zeitersparnis auffassen,
die bei der Methode der Gleichzeitigkeit ins Kalgékzogen wird.

Damit waren alle Kegelschnitte als Reflektionspeofbehandelt, die dem Prinzip der
kurzesten Zeit und der Methode der Gleichzeitiggeltorchen. Daher méchte ich eine kurze

Zusammenfassung hinsichtlich dieser KegelschnitbscldielRend wiedergeben, deren
besondere Eigenschaften sich aus der Lage ihrenBumkte zueinander ergeben.
Zusammenfassung:

KEGELSCHNITTE Kreis Ellipse Hyperbel Parabel

Lage der Brennpunkte F1 / F2

F1 und F2 liegen
Ubereinander im
Kreismittelpunkt

F1 und F2 liegen
innerhalb der Ellipse

F1 liegt auf der
konkaven Seite des
rechten Hyperbel-

Astes.

F2 liegt auf der

konkaven Seite des

F1 liegt auf der
konkaven Seite im
Abstand p/2 zum

Scheitelpunkt.

F2 liegt im Unendlichen
(+ unendlich oder

linken Hyperbel-Astes. - unendlich)
Abstand der Brennpunkte
. 2 0 2e unendlich
zueinander
Leitstrahlendistanzen zwischen
L1+L2=2a L1-12=2a unendlich
den Brennpunkten
Mittelpunktsgleich AR PRSP
ittelpunktsgleichung T TR
Scheitelgleichung ¥y =2-p-x—x, ~§~x:
lineare Exzentrizitat e 0 [ —x -b* mit a=b -
Parameter p r=a=b b mit a>b h
a
LS| 1
LY 1 -1
Kz 1 0
Krimmungsradius im a b b
=a=b= R="" =" = — h=
Scheitelpunkt T P b T ? a p
Y Wi
JE P
; - bl P
e e N P/
I|I 1 = Jl: ¢ _ x
e - 1 -
Qe p iV N
2 2 A
— L7 \
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Mit diesem Wissen besitzen wir nun ein besserestiednis fur die diversen Varianten von
Spiegelteleskop-Konstruktionen fir die astronomesciBeobachtungen. In der Regel wird
der Hauptspiegel durch einen Parabolspiegel A giealj der die Parallelstrahlen des
einfallenden Lichts in den Brennpunkt F1 sammelrcimé.

£ _ e
\\; /LParabeI Elipse —

7\ Hyperbel —/ ™

Lichtstrahl

Lichtstrahl

Hyperbel—x/ \\\N e \

= TR R S

Strahlengange fur drei Teleskop-Arten 1) Newton-T., 2) Cassegrain-T., 3) Gregory-T.

1)

Bei einem Newton-Teleskop wird der Lichtstrahl varischon an einem Planspiegel B nach
F3 reflektiert und dort ins Okular weitergeleitet.

2)

Bei einem Cassegrain-Teleskop treffen die Lichitdéna ebenfalls vorher auf einen
hyperbolisch gewolbten Spiegel C, der die Straldsm nach F2 ins Okular reflektiert.

3)

Bei einem Gregory-Teleskop durchlaufen die Liclsten den Brennpunkt F1, werden dann
an dem elliptisch gewélbten Hohlspiegel D ebenfalisn gegentberliegenden Brennpunkt F2
der Ellipse ins Okular reflektiert.

Das Okular selbst ist dann je nach Typus wiederuma Konstruktion aus mehreren Linsen,
die sowohl Sammellinsen als auch Zerstreuungslibsamhalten kann. Und somit hatten wir
allein beim Beispiel des Spiegelteleskops samtliEigenschaften fur die Reflektion und
Brechung vertreten, die mit den Kapiteln 2.3.32&5 behandelt wurden.

Somit soll ein hinreichendes Fundament an Beispidle die Reflektion und Brechung
gegeben sein, um im Weiteren die Behandlung desrmegens in Angriff nehmen zu
kénnen. Wir werden sehen, dass hier die GesetzBréehung und Reflektion innerhalb des
Wassertropfens diese Erscheinung erklaren kann. ddim Prinzip von Fermat und der
Methode der Gleichzeitigkeit stehen uns Instrumente Verfigung, mit denen man die
Farbenpracht und Gestalt des Regenbogens anst¢hantdcelegant beschreiben kann.
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3. Der Regenbogen und seine Farben

Mit den vorangegangenen Kapiteln wurden einige ristesthe Ableitungen hinsichtlich der
Lichtbrechung und Reflektion mittels des PrinzipsnvFermat erklart. Immer wenn die
Betrachtung sich allein auf einen Lichtstrahl ure$sen Pfad konzentriert, kann das Prinzip
der kirzesten Zeit sehr gute Dienste leisten. Vaiyem aber auch gesehen, sobald mehrere
Lichtstrahlen im Spiel sind, wie z.B. die Paraliedblen von der Sonne, diese Uber die
Methode der Gleichzeitig abgehandelt werden koénnsafern man die optischen
Eigenschaften eines Brennpunkts bei Linsen odexgeéfn zu erklaren versucht.

Beim Regenbogen treffen wir wieder auf dieselbeantgénte, die sich mit den bisherigen

Methoden beschreiben lassen. Denn Ausgangspunttdsen Sonnenstrahlen, die sich auf
besondere Weise durch einen Regentropfen bewegenyan dort aus zu uns (dem

Beobachter) zu gelangen. René Descartes war eg@negrdten, die in Verbindung mit dem

Experiment und einer dazu erganzenden Theorie lke@®ndruckende Beschreibung des
Regenbogens dokumentiert haben. Seine Theorie dufdder Theorie des Snellius'schen
Brechungsgesetzes. Die Anwendung dieses Gesetgedash nur dann von Erfolg gekront,

wenn man vorher ganz genau die Strahlengdngehalbedes Regenbogens untersucht hat.
Und von dieser Untersuchung handelt nun das folgé&ngberiment von Descartes.

3.1 Descartes' Theorie vom Regenbogen:

Um die verschiedenen Lichtpfade untersuchen zu ébdnwelche die naturgemaf von der
Sonne stammenden Lichtstrahlen durch einen frderfdén Regentropfen nehmen, hat
Descartes eine idealisiert vergréf3erte GestaltseRegentropfens bei seinem Experiment
gewahlt. Der Wassertropfen wird durch ein bauchi@&sgefal? (Kugelgestalt) simuliert, in

welchem sich klares Wasser befindet.

I
42°
N Licht
42° -
Wand mit Loch\
\
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Dabei liel3 er die Sonnenstrahlen durch ein Lockreftrojektionswand auf dieses Glasgefald
fallen, so wie es in verkleinerter Form auch beiragétropfen passieren wirde. Das
Experiment bestétigte, dass auch bei dem vergefdevtalistab mittels des mit Wasser
geflllten Glaskolbens sich ein Regenbogen an dejeRionswand zeigt. D.h., die
Sonnenstrahlen missen auf ahnliche Weise im GiaBggébrochen und reflektiert worden
sein, so wie es in der Realitdt auch geschiehte Biritere Bestatigung fand dieses
Experiment somit auch durch den ermittelten Prapaktvinkel von ca. 42° (bezogen auf die
Parallelstrahlen des Sonnenlichts), dessen WedtinNatur beim Hauptbogen ebenso grofl3
ausfallt.

Experimentell konnte Descartes somit auch fesgstelivelche von den Lichtstrahlen bei der
Erscheinung des Regenbogens hauptsachlich verdhtWwaind. Dazu bedurfte es lediglich,
bestimmte Stellen am Glasgefal3 abzudecken bzw.rcimglahtig zu machen. Als Ergebnis
zeigte sich, dass ein ringformiges Objekt mit de86dachen des Glaskolbendurchmessers
dazu imstande war, die Strahlen auszuléschenudie féir den Hauptbogen des Regenbogens
zustandig waren. In diesem Fall zeigte sich keibifger Bogen mehr am Projektionsschirm.

Fur die Erklarung des Haupt- und Nebenbogens, sd wich noch zeigen, sind zwei
Strahlengange verantwortlich. Einmal treten die riemstrahlen (A) oben am Regentropfen
ein, werden innerhalb des Tropfens einmal reflektiend treten mit einem 42°-Winkel (z.B.
fur rotes Licht) wieder aus den Tropfen heraus. Z&zweiter moglicher Vorgang zeigt das Bild
(B). Hier treten die Sonnenstrahlen unten in deopfan ein, werden aber dann zweimal
reflektiert, um schlie3lich in einem 51°-Winkel {@s Licht) herauszutreten. Da bei jeder
Reflektion innerhalb des Tropfens auch ein Ante# dlichts als Transmission wieder aus den
Tropfen tritt (als gebrochener Lichtstrahl), wirderd Nebenbogen zwangslaufig eine
schwachere Intensitat aufweisen als der meist uei@benprachtigere Hauptbogen.

Die Theorie des Strahlengangs nach Descartes weardemun etwas genauer beleuchten und
mit dem Prinzip der kirzesten Zeit in Einklang gen.
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3.2 Das Phanomen des Regenbogen:

Bei der Beobachtung eines Regenbogens kann fesityestrden, dass es einen sehr intensiv
leuchtenden Hauptbogen gibt und unter ginstigenngadgen zusatzlich noch ein weiterer

Nebenbogen existiert. Beim Nebenbogen, mit einenkéllage von etwa 51° steht dieser

etwas steiler zum Beobachter als der HauptbogenjasFarbenfolge genau umgekehrt zum
Hauptbogen. Er beginnt von innen gesehen mit Rotadet am aul3eren Rand mit Violett.

/ Horizont

Nebenbogen Hauptbogen
51°-Lage =0, 42°-Lage =0g
bzgl. Rot bzgl. Rot

Farbreihenfolge ist entgegengesetzt

Horizont

Sonnenstrahlen

Y‘\\

_________ . Beobachter
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An dieser Stellen treffen wir also die Frage anf waelche Art man die verschiedenen
Winkellagen fur Haupt- und Nebenbogen erhalt, alselche Sonnenstrahlen am
Regentropfen fur diese Erscheinung verantwortliod sind warum gerade diese Strahlen zu
diesem Phanomen fuhren.

An diesem Punkt rufen wir uns in Erinnerung, dasd=all der Brechung eines Lichtstrahls,
wenn das Licht also in den Regentropfen eintriisels gemal’ des Prinzips der kiirzesten Zeit
geschieht. Gleiches trifft dann auch beim Austtés Lichtstrahls zu. Aber auch im Falle der
Reflektion im Tropfen gilt das Prinzip von Fermagdass generell der gesamte Pfad des
Lichts durch den Tropfen in der kirzesten Zeit agitn wird. Nun gibt es eine Vielzahl von
Parallelstrahlen, die auf den Regentropfen treffénnen. Somit muss eine analytische
Untersuchung aller parallelen Strahlengdnge am megden (bei einer idealisierten
Kugelgestalt) erfolgen.

reflektierte Strahlen

1, Parallelstrahlen

S — - <—— Sonne
z 7

b
\o

- =
~N
Regentropfe

8

7 austretende Strahlen
gebrochene Strahlen

(Transmission) : N

Beobachter

Bei dieser Untersuchung behalten wir erst einmal einfarbiges Licht einer bestimmten
Frequenz im Auge, wie z.B. das langwellige rotehtides Sonnenspektrums. Laut der
folgenden Skizze errechnen wir die Differenzwinkglsamtlicher Parallelstrahlen oberhalb
der Tropfenmittelachse (aus Symmetriegrinden gedigges) und tragen diese dann spater
graphisch auf. (siehe Skizze auf der Folgeseitedaschachfolgende Diagramm)

Gestartet wird mit dem Parallelstrahl unter dem k&lroy = 0°, wenn also der Lichtstrahl
genau auf die horizontale Mittelachse des Tropfélis Endwinkel bildet der Wertig = 90°
bzw. in Bogenmald ausgedruaks = 172, also wenn der Lichtstrahl die Tropfenoberflache
nur noch tangiert. Innerhalb dieses Winkelberewbsden die Differenzwinked, errechnet,
und zwar nach dem Brechungsgesetz von Snellius,inva&runde mit dem Prinzip von
Fermat fur den Strahlengang innerhalb des Tropdégishzusetzen ist. Die Abhangigkeit der
Winkel ag zu & kann dann am besten durch ein Diagramm ausgedtiigktinterpretiert
werden.
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! /
| 5 /
|

7/
reflektierter Strah] ———— 7 OA

a

Parallelstrahlen

<—

Op=0...172 rad

"~ Symmetrieachse

austretende Strahlen
\ Beobachter

gebrochener Strahl
(Transmission)

Da im Tropfen durch die Reflektion der Wink& insgesamt viermal vorkommt, lasst sich
der Differenzwinkeb, sehr einfach errechnen:

Beispielrechnungen werden mit dem Brechungsindex\Wasser €1y, und von Luft =n_
sowie dessen Verhaltnigy / N von ca. 1,333 durchgefihrt (gilt dann fur Weldengen von

etwa 625 nm / rot-orange Licht)
o,=-a,+4(p,-a,=410, - 2la,

:Egzzg :n&L -~ B = arcsir{% Etin(ao)j

0,=4 @rcsi{% E‘sin(aO)J - 20,

Das ware die Gleichung zur Bestimmung des Diffenenkels zwischen einfallendem und
austretendem Strahl fur den Problemfall, dass impfen nur eine einmalige Reflektion
stattfindet. Bei mehrmaliger Reflektion innerhallbsdTropfens, worauf wir spater noch
zurickkommen werden, wird die Indizierung der Wiplkeameter entsprechend hoher
gesetzt auf z.Ba; , a2, B1, B2 etc., um diese Falle besser unterscheiden zuekdnn
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Am Diagramm ist zu erkennen, dass anfanglich mgteigendem Eintrittswinkeb, ein
ungefahr linearer Anstieg erfolgt, dann ab etwa= 30° die Differenzwinkel immer weniger
ansteigen, also immer dichter zueinander steherkusz voray = 60° das Maximum erreicht
wird. Um diesen Winkel herum befinden sich vieler @eistretenden Strahlen mit dem
ungefahren Winked, = 42° (fur die Wellenlange 625nm), sodass hieslen Summation der
Intensitaten der Lichtstrahlen eine Verstarkungzuarten ist.

Dieser extremale Winkel vod, ist fUr jede Lichtfrequenz bzw. Wellenlange eirderer. Er
schwankt im Bereich des sichtbaren Lichts zwisch@h(violettes Licht miA = 375nm) und
42,5° (rotes Licht mih = 700nm). Wird der Eintrittswinket, grof3er als 60°, dann nimmt die
Kurve wieder ab und endet mit dem Grenz-Differemi&el &y = 14,4°, wenn der Lichtstrahl
den Tropfen oberflachlich tangiert. Bei diesem &gl anliegenden Grenzwinkel wiirde das
Licht zum Einen eher die Tendenz einer ReflektiamvTropfen weg besitzen und zum
Anderen, wenn denn doch Lichtstrahlen in den Tnopfeneingebrochen werden, die
Eigenschaft einer Totalreflexion im Innern aufweisBeide Effekte zusammen lassen daher
kaum vermuten, dass im Grenzbereich wgn= 90° Uberhaupt noch Lichtstrahlen mit dem
Austrittswinkel & = 14,4° zum Beobachter gelangen werden. - In diedGasammenhang
soll schon mal die Lichterscheinung "Glorie" angespen werden, bei welcher das Licht
tatsachlich wieder direkt zum Betrachter zurlickgestwird. Dieses Ph&dnomen wird aber
spater im Kapitel 4.3. noch einmal kurz angerissex.

Diese Interpretation der Kurve legt uns Nahe, dissehiedenen Lichtfrequenzen (Farben des
Regenbogens) im Extremum dieser Darstellung zu esuclb.h., zur Berechnung des
Differenzwinkelsd, (vom Hauptbogen), unter welchem der Regenbogesheirs, ware der
maximale Wert als Losung anzusehen. Das ist alse sipische Extremwertaufgabe, die
mittels der Differentiation der Funktiaw(ao) gelost werden kann. Im ersten Schritt wird eine
Bestimmungsgleichung fir den Winke} aufgestellt, die zum Extremum v@ga gehort, und
dann der maximale Winkéh . berechnet.

#3) weitere Ausfuihrung zum Tunneleffekt am Tropfenwerden im Kapitel 4.3 behandelt
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J, = 4@rcsir{% $in(a, )j -2[@, :Extremum gesucht

d{4 @rcsir{nL $in(a, )j -2 @/0}
do,(a,) _ Ny

da da

=0

0 0

mit z="* @in(a,) d2:(a,) :4Ep|[arcsin(z)]Ddz -2=0

n, da, dz da,
1 1
...:4[—|7[-P—Lm:o a,)-2=403 [—P—LE:O a,)—2
1- r\;E-l;m(cro)

e = 4EOS(UO) -2=0 bzw 2@05(0’0)

J(m ~[sin(a, )] J([}N] ~[sin(ar )}

Diese Bestimmungsgleichung kann aber auch durciiekel 3o ausgedrickt werden, wenn
stattap die Winkelbeziehungo(Bo) eingesetzt wird.

-1=0

snla)= " i) wnd ode) = 1 sl

L L

2woda,) ZE{/l_mBi”(ﬁo)T _ﬂ/(:;jz—[sin(ﬁo)]z

— I _1— _1

R COREC

,,_:2%/[2;]2_[%( 2 120 . cgﬂ(ﬂo) P
w044 J[m] s,
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| Parallelstrahlen

Qo= 59,4°

Bo= 40,2°

0= 42,1°

vom Extremum
(A ca. 625nm)

austretende Strahlen
| Beobachter

Beim Beobachter treffen demnach die Strahlen mit deaximalen Winkeb, ein und zeigen
unter diesem Winkel eine hohere Lichtintensitatkasden restlichen Winkellagen, die sich
ihrerseits durch Interferenzen grof3tenteils ausiéisc

Am besten fihrt man sich das bildhaft vor Augerdem viele Regenfronten (Schichten)
betrachtet werden, die von einem Sonnenstrahl gésmm werden, wodurch eine
Tropfenlinie entlang des Strahls gebildet wird &0 b, c, d, e, f ...). Und jeder Tropfen auf
dieser Linie strahlt das austretende Licht unteemi anderen Winkel in Richtung Beobachter
ab. Es darf aber nicht vergessen werden, dass 8iesachtung vorerst nur eine einzige
Wellenldnge des Lichts zum Gegenstand hat.

Regenfronten

Sonnenstrahl

Beobachter
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In &hnlicher Weise kann man sich auch in vertikd®chtung eine Reihe von Tropfen
anschauen, die durch mehrere Parallelstrahlen daneSin der vordersten Schicht "0"
getroffen werden. Die Tropfenlinie wird dieses mat Gro3buchstaben gekennzeichnet (O,
A B,C,D,E,F).

Regenfronten
t:-q!

Sonnenstrahlen O |

Sowohl in der ersten Betrachtung (horizontale Teaphie) als auch in der zweiten
(Tropfenlinie vertikal) zeigt der Tropfen in derischt "0" mit der Bezeichnung O mit dem
maximalen Winkeldy max. in Richtung des Beobachters. In diesem engem Whekeich
erfahrt der Beobachter eine verstarkte Lichtint@émsder entsprechend einstrahlenden
Wellenlénge der Sonne. Bei den restlichen WinkelagA...F oder a...f) Uberlagern sich die
Lichtwellen und interferieren miteinander, sodasszer gegenseitigen Ausléschung kommt.
Denn diese Lichtstrahlen haben allesamt sehr wtitiediiche Weglangen zurtickzulegen
(Gangunterschiede) und sind dementsprechend zwanahasenverschoben. Als Restbetrag
bleibt daher vornehmlich das Licht mit héherer hsigt Gbrig, welches unter dem Winkel
o max.ZUM Betrachter strahlt.

So bekommen wir ein Verstandnis dafir, warum déreexale Winkeldy max. ausgerechnet
der sein musste, der sich beim Phanomen des Regmambaeigt. Das waren dann alle
Lichtstrahlen auf der Mantelflache eines Kegelssda Spitzenwinkel 2-mab max. grof3 ist.
Und die Lichtstrahlen auf diesem speziellen Kegeli®la haben alle ein und dieselbe
Wellenlénge bzw. Farbe.

Das fuhrt uns nun zum né&chsten Schritt, auch dier@m Lichtfrequenzen zu betrachten. Wie
in dem Kapitel 2.3.1 schon angefuhrt, werden diesaldedenen Wellenlangen an der
Grenzflache zu einem anderen Medium (wie z.B. bdithergang von Luft zum
Wassertropfen) unterschiedlich stark gebrochen.flfas bei einem Regentropfen dazu, dass
sich die Wellenlangen des Sonnenspektrums im Tropfgfachern und letztendlich mit
unterschiedlichen Austrittswinkeldy den Tropfen verlassen. Wellenlangen um 400 nm
(violett) werden so gebrochen, dass der Wirdselax bei ca. 40° liegt, also etwas flacher ins
Auge des Betrachters fallt. Darum ist der blaueti@ Bogen innen und der rote Bogen
aul3en, wenn sich ein Regenbogen zeigt. Die verdehen Winkellagen der Wellenlangen
(400nm ...700nm) sollen mit folgender Skizze vechasilicht werden.
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Regenfronten

-

Sonnenstrahlen 5{ma>- rot )
—> \
N\ /.

—

60 max grun

60 max rot = 42,4°
60 max griin = 41,6°
50 max violett = 40,4°

60 max violett

bei Brechungsindex:
ny = 1,331 (rot)

ny = 1,336 (grin)
ny = 1,345 (violett)

c-0—0— @ 0 —0—

Beobachter

Das was dem Betrachter des Regenbogens als FaidlemmspAuge fallt, sind die durch
Dispersion aufgefacherten Wellenlangen des Soneé&trsi;ns beim entsprechend maximalen
Differenzwinkel & max. .

Sonnenstrahlen

<l

N
N
a
‘y .

Die verschiedenen Wellenlangen werden im
Regentropfen unterschiedlich stark gebrochen
und treten daher in ebenfalls unterschiedlichen
Winkellagen aus diesem wieder heraus.

N\

austretende Strahl .
blau-violett

gelb-grin

Das ware nun das einfache Erklarungsmodell fir idaaptbogen. In der Regel zeigt sich
aber beim Schauspiel eines Regenbogens auch eienbieden, der sich dem Hauptbogen
anschliel3t. Er ist das Resultat einer weiterengReéfin innerhalb des Tropfens.
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2.Reflektion

1.Reflektion
Sonnenstrahlen

orange-rot (625nm)

blau-violett | .
gelb-grin

Da zur Berechnung des Nebenbogens im Regentropfenmeitere Reflektion hinzukommt,
erganzt sich die Winkelsumme um den weiteren Betoag2-malB;. In diesem Fall tritt der
Sonnenstrahl, der letztendlich fir den extremaléifiei2nzwinkel d; verantwortlich wére,
unterhalb der Tropfenmitte ein. Wenn wir nach beitam Muster die Winkel addieren, dann
muss von dieser Summe der Winkel 180° bmwad abgezogen werden. Es kommt dieses
mal also ein negativer Wert heraus. Der Differem&el errechnet sich daher wie folgt:

O,=-a,+6[fB —a, -n=6[6 -2[a,-n

Gt it

0,=6 @rcsirﬁi E'kin(al)J —-2[&r, —m :Extremum gesucht

n,

d{G @rcsir{nL E'kin(al)J -20@, - ZT}
do,(a,) _ ny -0

da, da

1

-1=0

6coda,) 220 baw 3¢oda,)

i et [ e

Setzt man erneut die Winkelbeziehumgdf3;) ein, dann resultiert daraus wieder eine direkte
Abhangigkeit zum WinkeB; .
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sin(2,)=" 8in(8) und coda,)= \/1— {n& E-tin(ﬂl)}z

r-]L L

B sQ/(nw] s

B 3¢oda,) == _
[0 -t o)
- cos(,Bl) -3=0 : Bestimmunsggleichung fur p,

2] -bitay

0 10 20 30 40 50 60 70 80 920
0 +———t+——— ey
- o, in Winkelgrad
| @
-207@
[ @
1€
-40 = Extremum
=
'eo_fr,o—'

80

100 1 /
120 1 /

140 1 /

160 | /

-180 -

Bei einer Wellenlange von 625nm,&1,333) ergeben sich Uber die Bestimmungsgleichung
die folgenden Werte:

a; = 71,80 B]_ =455 61 = -50,9°
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Damit ware auch die Winkelposition des Nebenbogdmsr die Aussage des extremalen
Differenzwinkels bestimmt worden (bzgl. der Welkmjje 625nm). Und in ahnlicher Weise
kénnen wir anfihren, dass sich samtliche Lichtétralkler Winkellagen A...F tberlagern und
durch Interferenz weitestgehend ausgeldscht werdienPunkt O befinden wir uns wieder in
einer Randzone, wo unter dem WinRel,n. sehr viele Lichtstrahlen eng beieinander stehen
und somit flr eine hohere Lichtintensitat sorgeer, jddoch nicht mehr so stark wie die vom
Hauptbogen ist (nur noch etwa 43% davon bxgl.700nm).

Ie

Sonnenstrahlen //:. D ;
—> /lfsci
s

61 min. ‘ I

|

/ o

Beobacht |
eopacnte 0

Regenfronten

Wortber wir bei diesen Betrachtungen und Berechenngpch nicht gesprochen haben, ist
die Fragestellung, was das eventuell mit dem Ryider kirzesten Zeit zu tun haben kénnte?
Die Suche nach den extremalen Winkellagen ist jahtniselbstverstandlich damit
gleichzusetzen, dass es sich hier um Lichtpfadeld¢igndie sich gemald des Fermat'schen
Prinzips verhalten. Daher prifen wir im nachstemri®cnach, welche Winkellagen sich
ergeben, wenn die Lichtpfade herausgegriffen werdenin der kirzesten Zeit ihnren Weg
durch den Regentropfen nehmen.

Die Vorgehensweise ware in diesem Fall so zu watldass man vertikal zum eintreffenden
Sonnenstrahl eine Tangente an den Regentropferyta(deehe folgende Skizze). Diese
Vertikale bildet die Startfront der Lichtwellen voder aus der Weg x in der Luft
zurtckzulegen ist, bis der Strahl am Tropfen dimtrDas Licht wird dann in den Tropfen
gebrochen und legt dann eine Strecke y zurlickuwifkeflektion. Dieser Reflektionspunkt ist
aber zugleich ein Punkt auf der Symmetrieachse ggermetrischen Betrachtung dieses
Problems, sodass es reicht, allein die Zeitverldlgie Strecken x und y zu addieren. Nach
dem Prinzip von Fermat misste es zumindest einatdfad geben, der bis zum
Reflektionspunkt die geringste Zeit bendtigt.

Um die Betrachtung am Tropfen geometrisch auf egiafachen Problemfall zu normieren,
nehmen wir an, dass der Radius vom Tropfen r st.1Des weiteren soll die Zeit ¢ntlang
der Strecke x ebenfalls durch die Strecke selbsgedrickt werden, d.h.; entspricht x.
Wenn dieses vorausgesetzt wird, dann pflanzt sishLdcht entlang der Strecke y innerhalb
der Zeit % fort, was dann dem Wert y multipliziert migmn_ entsprache.
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| E\Wellenfront (Startfron

<—
Op=0...172 rad

"> Symmetrieachse

i austretende Strahlen
! N Beobachter

x=1-cosa, =1-.1-sin"a,

B, = arcsir{% E'BinaoJ bzw a, = arcsirﬁﬁ Eﬁ;inﬁoJ

aus dem Sinussatz folgt:

sing, _sin(n-214,) _sin(2(4,) _
1 - y a y - - Sinﬁo

sin(2,)

mit den Zeitdistanzen:
t =xO%=x t,=ydw
r-]L nL
gefordert wird das Minimum der beiden addiertertdsianzen:

t+t, =x+ yIle = Extremumn,,
n

L

2
x=1-,1-sin’a, =1—\/1—£&J [$in’ S,
nL




51

_ S|Q(2ﬂo) _ 2[cos{8O sing, _, [£0sp,
sing, sing,

F(8)=t(8)+1,(8)=x+yd" = Extremury,

F(B,)=1- \/1— (&j [$in* 5, + n& [2 [€osB, = Extremum,

nL L
dF(8,) _
dg,

Substitution und Anwendung der Kettenregel:

—

v%ﬁtinﬁo z=1-Z z,=1-4/z,

L

Ny Ny
dr(B) _ dz, , (anEOSﬁ°] _dz dz dz (mmmsﬁ‘)LO

dg, dﬁ dg, dz dz, df, dg,

:[ZELFJEG 2@)@@03@) 2leE$m/30 =5

N (5ing,
N E&E:osﬁo—zdnilikinﬁo =0

\/1—[“N} 3in? B, "
r-]L

dﬂ [¢oss, —2 dLN [$in g,

m|]:os,80 4{3)
=M ging - —2|=Nming g ) _5l=g

" Jl—(mj [$in* B, " \/[WJ —sin® g,
i n | VUM
COS(:BO) -2=0

BEZ
Ny

Wir erkennen hier sofort, dass es sich um die ideim¢ Bestimmungsgleichung handelt, die
sich zuvor bei der Ableitung des extremalen Diffenginkelsd, ergeben hat.

: Bestimmunsgleichung fur g,

—
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Das ist nun eine aulierst interessante Erkennteisyid hier gewinnen konnten, dass namlich
die Lichtpfade mit der geringstméglich bendétigtezitZnit den Winkellage®, gleichzusetzen
sind, die als extremal vorausgesetzt wurden.

Sieht man sich die Bestimmungsgleichungen fur dibehen Ordnungen an, also fur den
Hauptbogen und Nebenbogen und weitere Bogenordnurdgnn kann eine allgemeine
Gleichung abgeleitet werden.

Da die Problembetrachtung stets symmetrisch bleibiss man je héherer Ordnung nur die
Wegstrecke von y/2 weiter hinzuaddieren, die inQlienme der Zeitdistanzen eingeht.

. 2.Reflektior
Symmetrieachse

y/2;

1.Reflektion o . 61 ]

\ Sonnenstrahlen
0(1\<

Fur den Hauptbogen gilt: (Ordnung k = 0)
F (180) = tl(ﬁo) + tz(ﬁo) =Xty drﬁ:fN [ql) = Extremum
L

Fur den 1.Nebenbogen gilt dann: (Ordnung k = 1)

F(lgl) = tl(lgl) + tz (:81) =Xty @ E€1+ %) = Extremum
nL
Fur den 2.Nebenbogen gilt dann: (Ordnung k = 2)
_ Ve VT OO U A
F(ﬁz)—tl(ﬁ2)+t2(,82)—x+y N 1+E+E = Extremum
L
Die allgemeine Gleichung bzgl. der Ordnungen ls@shit:

F(8)=t(8)+t,(B)=x+ yE{nM E€1+%Dk) = Extremum

F( k):l_\/l_Ln&] [$in” 5, +%E€l+%lﬂkj[2@:osﬁk = Extremum

L
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Das ergibt fur die Ableitungen nacBolgende Ausdricke:

d 1—\/1—[“} $in? B, +m[€1+1ﬂkj@ﬂ:osﬁk
n n 2

dFB)_y : : ~0
ds, d,

: Bestimmunsggleichung fur S,

D.h., fir den Nebenbogen bzw. die 1.0rdnung (k mii}ste die Bestimmungsgleichung
folgendermal3en lauten:

codB) (3)=0

[z
Ny

Und wie man sieht, spiegelt dieses Ergebnis diatisiehe Aussage wider, wie sie auch bei
der Suche nach dem extremalen Differenzwinkel ggganwurde.

: Bestimmunsgleichung fir S,

Das Phanomen der Regenbogenfarben beruht dahérahah auf der Tatsache, dass sich die
gebrochenen Lichstrahlen gemal des Fermat'schenig®riverhalten, sondern dass aus all
jenen gebrochenen Lichtstrahlen sich uns die alge®mogenfarbe zeigen werden, die

wiederum von allen Lichtpfaden die kirzeste Zendigen. Man kénnte beinahe sagen, dass
die Lichtstrahlen fir die beobachteten Regenbogkafasogar in einer weiteren zweiten

Disziplin dem "Prinzip der kiirzesten Zeit" gehonche

Fur die extremalen Differenzwinkg| lauten die Gleichungen somit:

a, =arcsi{&ﬁ;inﬂkj :Gleichung fir a,

L

o, =4LpB, -2, :Gleichung fur Differenzvinkel o,
0, =6LB —-2lr,—m  :Gleichung fur Differenzunkel J

0,=8LB,-2l&,-2m  :Gleichung fur Differenzvinkel J,
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Tabelle der verschiedenen Winkel in AbhangigkeinvBrechungsindexverhaltnigym,:

Nyy/NL Bo B4 Bo Olp Oy Ol 8 B Sy
rad rad rad rad rad rad rad rad rad
Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad | Winkelgrad
1331 0,704342 0,795432 0,820867 1,038937 1,255018 1,342008 0,739493 | -0,879037 | -2,400266
’ 40,356 45,575 47,032 59,527 71,907 76,891 42 370 -50,365 -137,525
1336 0,698639 0,790687 0,816358 1,033867 1,252206 1,340001 0,726822 | -0,901882 | -2,432324
’ 40,029 45,303 46,774 59,236 71,746 76,776 41,644 -51,674 -139,362
1345 0,688505 0,782280 0,808376 1,024762 1,247170 1,336418 0,704495 | -0,942253 | -2,489013
’ 39,448 44 821 46,317 58,715 71,458 76,571 40,365 -53,987 -142,610

: Sonnenstrahlen

<—

austretende Strahlen

Beobachter

austretende Strahlen
Beobachte

Die obige Skizze zeigt noch einmal, wie die Stragénge hinsichtlich der ersten Ordnungen
innerhalb des Tropfens verlaufen. Der Hauptbogendrfng 0) wird durch den roten
Lichtpfad dargestellt, der Strahl des ersten Nebgabs (Ordnung 1) ist grin
gekennzeichnet. Beide Bbgen zeigen sich dem Betdrastit der Sonne im Ricken. Beim
zweiten Nebenbogen (Ordnung 2), der hier schwarged#ellt ist, hat der Beobachter eine
andere Blickposition, ndmlich in Richtung der Soscbauend. Das hat insofern den grof3en
Nachteil, dass die Sonnenstrahlen den Betrachtsrdbh werden. Dartber hinaus ist die
Intensitat des zweiten Nebenbogens aul3erst schimachhoch 24% von der Intensitat des
Hauptbogens bzgh = 700nm). D.h., dem Betrachter eines Regenbogers sich hdchst
selten auch das Schauspiel des zweiten Nebenbbgdas. Hier spielen dann auch optimale
Verhaltnisse eine Rolle, die sich auf die Intensitéd Farbkraft des Nebenbogens auswirken.
Dazu zahlt beispielsweise die Tropfengrol3e des iRegiie mafigeblich einen Einfluss auf
die Sichtbarkeit des Regenbogens hat. Bei Tropfpid&en unterhalb 0,050mm (Nebel) zeigt
sich der Hauptbogen kaum noch mit besonderer Faitbkia die Gberlagerten Wellenléangen
sich zu weil3em Licht addieren oder die Farben ochrsehr diffus vorliegen.
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Sogar ein Gewitterdonner, derartige Beobachtungdh es gegeben haben, kann einen
Regenbogen zum Vibrieren bringen. Als Erklarungdvangefihrt, dass die durch die Blitze
ausgelosten Druckwellen, welche sich akustisch ds\ner bemerkbar machen, beim
Durchqueren der Regenfronten die dort befindlichespfengré3en variieren und vergréern
lassen. So kann es denn vorkommen, dass DruckwedleBlitz zeitversetzt agieren, da sich
die Druckwelle nur mit der Schallgeschwindigkeisbreiten kann. Nach dem Blitzleuchten
wurde folglich der Regenbogen mitunter erst eirigunden spater durch die Druckwelle
betroffen sein und dafir sorgen, dass Farben dekti®dms ausgeldscht werden oder auch
heller erscheinen. Das sind aber nur sehr verdtgderklarungsmodelle, um die Vielzahl an
Phanomenen rund um den Regenbogen veranschautiaiveollen.

Auch die in diesem Skript vorgestellten Methodend uBetrachtungen sind lediglich
Modelltheorien, die einzig und allein das Faktunr derschiedenen Winkellagen fir die
Bdgen zu erklaren suchen. Sie geben ein vereirdadditd der Natur wieder und reichen im
Allgemeinen auch aus, die Grundphdnomene nachzimepf bzw. vorhersagen zu kénnen.
Denn was nicht mehr so leicht tUber das einfachddaknkgsmodell von Descartes erklart
werden kann, sind beispielsweise die inneren Reipsmh welche sich als Muster am inneren
Hauptbogen zeigen. In sehr schwacher Form zeigte das ja bei den Fotografien vom
Vorwort.

Um diese Interferenzen erklaren zu kbnnen, muss tiieoretisch noch weiter ausholen. Es
ist in diesem Fall so, dass man sogar weiterhindaih schon bekannten Descartes'schen
Strahlenmodell am Kugeltropfen arbeiten kann, jadgeden gebrochenen Lichtstrahl
minutios von der Phasenlage der Welle her betraalmel in die Berechnung der Interferenz
eingehen lassen muss. Hier zeigt sich ndmlich ddass eine anfangs ebene Wellenfront
beim Brechungsvorgang in einen kubischen Kurveawértieformiert wird. Das macht die
Sache weitaus komplexer, wenn hiertiber die Intenfeerrechnet werden soll. Mathematisch
wurde diese nun exakter angenaherte Modellvorsiglimit dem nach Airy benannten
Integral beschrieben. Auch hier sind die Tropfefligraind die entsprechenden Wellenlangen
wesentliche Parameter, die sich auf das Ergebriwigien. Das theoretische Gebéaude flur
das erweiterte Modell, das zum Airy-Integral fuhatird mit diesem Skript nicht weiter
erlautert. Es soll nur kurz anklingen, dass mittheser theoretischen Erweiterung auch die
anderen Intensitatsmaxima an der Innenkante deptbiagens erklart werden kdnnen.
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Der Logarithmus der Intensitét | aufgetragen Ulen differenzwinkeldy vom Hauptbogen:
Die Airy-Kurve leistet eine adaquate Vorhersageldrferenzphanomene am Innenrand des
Hauptbogens.

A/,ﬂ\

4. Anhang: Weitere theoretische Ergédnzungen

4.1 Die Refraktionsgleichung:

Wenn ein Beobachter auf der Erdoberflache zum Hihsecigaut, dann erblickt er die dort am
Firmament befindlichen Himmelskorper nicht an dealen bzw. wahren Position. Das Licht,
das durch die Atmosphére hindurch muss, wird deftrgchen und verbiegt somit den
Lichtstrahl, der zum Betrachter geht. Inwieweit dheinbare von der wirklichen Position
differiert, h&ngt davon ab, mit welchem Winkel dasht auf die Schichten der Atmosphare
trifft. Ein Blick zum Horizont, dort wo beispielswge die Morgen- oder Abendsonne steht,
ergibt héhere Abweichungen, als wenn der Beobaddiren Blick in Zenitrichtung fallen
lasst. Die folgende Refraktionsgleichung soll umseeBerechungsmadglichkeit geben, wie
grol3 diese Winkelabweichung ausfallen kann, wemnSbnne am Horizont untergeht. Sie
soll aber auch die Winkeldifferenz liefern, die ttig bei der Beobachtung des "Green Flash
= Grunes Leuchten" sind. Denn der Winkeluntersclawtchen der "roten Sonnenscheibe™
und der "griinen Sonnenscheibe" ist namlich sehnkkodass Beobachtungen zu diesem
Ph&nomens entscheidend von den atmospharischenngdeden abhangen und
dementsprechend relativ selten anzutreffen sind.
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Wir starten mit einem Beobachter auf der Erdobehi#i der seinen Blick in einem Winkel
vonYg (von der Zenitrichtung aus gemessen) zum Himneéket und von dort Lichtstrahlen
der Sonne oder die eines Sterns wahrnimmt. ScleiBa&bbachter direkt zum Horizont, dann

kann der Winkelyg = 90° gesetzt werden. Das wéare der Beobachtungslvimelcher die
grofdte Winkelabweichung zwischen scheinbarer umblialer Position des Objekts ergeben
wirde.

Beobachter ot

L ng=1

Um das Problem in Angriff nehmen zu kodnnen, betechwir erst einmal das
Brechungsgesetz in der Form, wie dieses sich vesiéhn sich der Brechungsindex von der
einen zur nachsten Atmosphéarenschicht um den difteil kleinen Betrag d &ndert.

sinfa, -da) _ n
sina, n+dn
- (n+dn)sin(a, -da) =nGina,

: Brechungsgsetz
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Mittels der Additionstheoreme der Winkelfunktionkenn man die Beziehung umformen in:
- (n+dn)i(sina, [cosda - cosa, [sinda)=nlsina,

mit sinda =da und cosda =1 resultiert;

(n+dn){sina, - cosa, [da) - n&ina, =0

dnisina, — nlda [¢osa, —dnlda [tosa, =0 mit dnlda [tosa, <<1

- dnisina, - nlda [(tosa, =0 :>da=®[tana2
n

Die Ausgangsgleichung zur Berechnung der WinkeddéfihzAa ist daher:

da = @ [tana
n

D.h., die Summation der Winkelabweichungen entldeg Lichtstrahl wird Gber das Integral
berechnet, dessen Intervallgrenzen durch die Bregdindizes am Ort des Beobachtegs n
und im leeren Raum (Vakuumy ausgedruckt werden.

nB nB
j da =Aa = I dn [tana(n)
n0 n0 n

Als nachstes greifen wir uns das gelbe Dreieck dmrsobigen Skizze heraus, um hier den
Sinussatz anzuwenden.

sin(a, -da) _ sin(18C° -a,) _sina,
r r r

1

2 2

Aus dem Brechungsgesetz hergeleitet wissen wig Balgendes gilt:

nisina,

(n+dn)Bin(a, -da)=nBGina, - sin(a,-da)= (n+dn)

Das wiederum eingesetzt in den Sinussatz ergibt:

nisina, _sina,
(h+dn) T,

—

- r,[h@ina, = (n+dn)t Eina,

Setzt man nun fir den Winkel; den Startwinkel des Beobacht§gs sowie den Erdradiug r
und den Brechungsindex rin, dann erhalten wir eine Gleichung mit einar®edingung
auf der rechten Seite der Gleichung:

r,[nlsina, =n, [r. [siny,
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In der allgemeinen Form beschrieben, resultiertildaer Ausdruck:

n, [r. [siny,
r h

sing =

Der Tangens vom Wink&l kann wiederum durch Sinusausdriicke formuliert werd

ng [r. [Siny,

tang =—SN9__ tana = rh
V1-sin’a \/1_(n8 [t IEBinyBj2
r [n

Dieser Ausdruck kann nun in das Integral zur Bemealy der Winkelabweichung eingesetzt
werden:
ng [r. [Siny,

Aa=J‘nB@|]ana(n)=J‘nB£D rtn _ [¢in
no N no N \/1_(”8 |].E L?‘DlnyB)
r Lh

Im Integral befinden sich jetzt noch die Variableund n. Zwischen diesen beiden Variablen
ist daher noch eine Abhéangigkeit herzustellen, asldtegral berechnen zu kénnen.

Hier missen nun weitere Annahmen getroffen werdes, sich der Brechungsindex mit der
Luftdichte andert. Angendhert gilt fur die Dichteonv Gasmolekilen die proportionale
Beziehung:

Wenn der Brechungsindex nur unwesentlich grof3erlaist, dann kann diese Beziehung
weiter vereinfacht werden in:

2

mit n=1+¢ und <<l

~

n’+2

nN-1_1+2e+¢-1_ 2 _ ¢ :Eg
TN +2 142e+6°+2 3+2¢ 3, 3
2e=2live)-1=>tn-1
= oJ~(n-1)

Die Dichte der Luftd ist also proportional zur Differenz (n-1), wenrr @¥echungsindex n
geringfugig groRRer als 1 ist. Davon kdnnen wir a&lmem, da der Brechungsindex von Luft
hinsichtlich des sichtbaren Lichts nicht groRerla@003 ausfallt.
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Um eine Beziehung zwischen der Dichte und dem Rnegsindex herstellen zu kénnen,
muss man sich den Druck- bzw. Dichteverlauf mitehumender H6he h anschauen. Die

Hohenabhangigkeit des Luftdrucks p(h) und der Liaftte d(h) kann bis zu einer Hohe von
etwa 100 km durch die Aussage angenahert werdes, dizr Logarithmus der Dichte / des

Druckes mit steigender Hohe h linear abnimmt. Dbkezogen auf eine Referenzdicii(®)
oder einen Referenzdruck p(0) kann man den Veriddr eine Exponentialfunktion
ausdriicken. Es gelten folgende Zusammenhéange:

p(h) = p(0) ™" mit p(0) =101325mbar Normaldrudk
3(h) = 5(0) [&™'"

Der Parameter H stellt dabei eine normierende Gi@fdeMeter) dar, die ich in meinen
Beispielen mit einem gewéhlten H = 7800 m vorausgesabe. Es handelt sich hierbei um
eine sogenannte Skalenhdhe der Atmosphare flurstienel00 km. Sie errechnet sich aus der
universellen Gaskonstante R, der Temperatur T,ngd@aren Masse M der Luft und der
Erdbeschleunigung g fir diesen Atmospharenbereiie. Variable h fur die Héhe ist daher
ebenfalls in der Einheit Meter zu wahlen. Die Prtipoaalitat der Dichte zur Brechungsindex-
Differenz  (n-1) bringt diese Zusammenhange in eiRerm, mit welcher eine
Hohenabhangigkeit des Brechungsindizes hergeleasden kann.

o(h) _ n(h) _1=e""H mit H =7800m H - RIT (in Bodennahg
00) n,-1 M L9

. —|n(”'1]m=h(n) bzw  =n(h)=(n, -1)&"" +1

B

Die HOohengleichung h(n) kann jetzt in das Integnad Berechnung der Winkelabweichung
Aa eingesetzt werden. Die Variable r im Integral wil@hn durch die Summe r £ ¥ h(n)
ersetzt.

n, [r. [siny,
nB
ra=[" 1o rh [dn

- n 1M [t [$iny, ?
r th
n, [ [$iny,

e g B
" \/1_[n8 [t E‘[;inyBJ2 n. o
(r. +h)h 0

1- B
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Das ist die Refraktionsgleichung zur BerechnungWerkeldifferenzAa, die nur noch von
der Variablen n abhangt. Alle anderen Parameter feiste bzw. konstante Werte, die fur die
kommenden Beispiele so gewahlt wurden:

re = 6367250 m Vs = 90° (Blick zum Horizont) H=7800 m
ngr = 1,0002914 (rotes Licht) o1  (Brechungsindex im Vakuum)

ngg = 1,0002931 (griines Licht)

ngp = 1,0002955 (blaues Licht)

=> perechnet mit dem Online-Integrator / MathenaationWolfram Research
(fir granes Licht)

dn

(1_0002931 1.0002931 « 6367 250

« 1.0000000 o
([6 367250 — 7800 log[;ﬁ]_ )] n] ol [ 1.0002931 6.36?3,5(1' ; .
\ 0.0002931 \ (63672507800 log| 50002931 |jn

= 0.0117297

Hieraus ergeben sich dann fir die verschiedeneteW#&hgen die Refraktionswinkel in rad:

Ao r=0,0116531 rad (= 2403,6" Winkelsekundenrbm Licht)
Aa g =0,0117297 rad (= 2419,4" Winkelsekundengbiénem Licht)
Aa b =0,0118379 rad (= 2441,7" Winkelsekunderbbmiem Licht)

D.h., die Differenzwinkel zwischen diesen Refrakiwinkeln haben dann diese Werte:

Aag-Aar=15,8" Winkelsekunden bei griin <=> rot
Aab-Aar=38,1" Winkelsekunden bei blau <=> rot

Das waren die Winkeldifferenzen beim "Green Flashd "Blue Flash", die sich zwischen
der roten Sonnenscheibe und der griinen/blauen Bscimeibe ergeben wirden.

Abschlieend soll die Abhangigkeit der atmosph@esc Refraktion hinsichtlich des
Hohenwinkels Gber dem Horizont gezeigt werden. Wi@kelabweichung nimmt innerhalb
der ersten 10 Winkelgrade des Hohenwinkels rapldeurad betragt dann weniger als 5
Winkelminuten. Schon innerhalb des ersten Winkelgreerringert sich die Refraktion um
etwa 13 Winkelminuten. Bei einem Hohenwinkel vowae0,5 Grad (anndhernd Durchmesser
der Sonnenscheibe) sind es bereits um die 7 Winkaten. Wir werden am Ende des Skripts
noch sehen, was sich hieraus beim Sonnenunter¢mKgrsequenz ergibt.
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Refraktion in

. . atmospharische Refraktion
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4.2 Die Formfunktion der Linse:

Um eine genauere Beschreibung von der Formfunki@nlLinse zu erhalten, stellen wir uns
vor, dass Parallelstrahlen aus dem Unendlichen lkemfimke Seite in der Skizze) und auf
die Linsenoberflache treffen. Dort wird der Strglbrochen, legt innerhalb der Linse den
Weg t zurlick, um dann wieder beim Austritt gebrache werden. Danach verlauft der Strahl
entlang des Weges s durch den Brennpunkt F.

Um einen Startpunkt bei dem Lichtpfad zu bekomniegen wir eine Vertikale fest, die in
Berthrung mit der Linse der Dicke b steht. Von diegertikal aus (Startfront der Lichtwelle)
legt der Strahl anfangs den Weg u zurtick. Die Distaom Brennpunkt bis zur ebenen
Ruckseite der Linse sei hier mit f gekennzeichnduR3erhalb der Linse ist der
Brechungsindex der Umgebung mithezeichnet, innerhalb der Linse mit n

Nun l&sst sich die Zeitbedingung gemal der MethiedeGleichzeitigkeit aufstellen. Einmal
gibt es den direkten und geraden Weg, wenn dad hichizontal durch die Linse mit dem
Breitenwert b verlauft. Die allgemeine Situatiordvdagegen durch einen abgeknickten Pfad
beschrieben, bei welchem die Winkelund 3 auftauchen. Die Forderung ist dann, dass alle
Pfade in derselben Zeit beim Punkt F ankommen.
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X(@)| Ax

— Startfron

Da sich die Lichtgeschwindigkeiten umgekehrt prdéipoal zu den Brechungsindizes
verhalten, kann man die Zeitbedingung vereinfachtdarstellen, dass die verschiedenen
Strecken mit den entsprechenden Brechungsindizéghziert werden.

bln,+ f [n =const=sin +tin,+uln,

f y
blh, + fh =— [h + h, +(b-y)h,
2 1 CO 1 COSﬁ 2 ( y)

—’bl:‘&'l-f: f + y &+b—y
n cosy cosf n

quE&—1J+f[€1——1 j=y L E&—l]
n cosa cosf n
b[EnZ—le[El—l )

_n cosay

Loy

cosf n
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Das Brechungsgesetz lasst sich dann umformen in:

2
sinﬁzﬂ Bina cosz,le—sinz,B:l—[& E'BinaJ
n n

2 2

2
- COSf = \/1— [& E'BinaJ
r12

Das ware die Formfunktion y in Abhangigkeit vom \W&ha, welcher durch den Brennpunkt
F geht. Vorteilhafter ist jedoch eine Beschreibdleg Funktion in kartesischen Koordinaten,
also in der Form y(x). Um diese Umformung durch@ihzu kénnen, ist es notwendig, die

DifferenzAx(a) zu berechnen.

Ax=y(x)ang und x=f dana + Ax

Mittels des folgenden Additionstheorems und dexBuagsgesetzes kann der faauch in
Abhéngigkeit vora und in Sinus-Terme ausgedrtickt werden.

in in
tan3 = sing _ sina

Ji-sin®’ 8

=R
_
T
A/
-
!
S
Q
%
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Damit erhalt man da&x(a) in der direkten Abhangigkeit vao

Ax=y(a) 3 sina ==y(a) O ! -
nz\/l—(n1 E‘Bina] 1—(”1 EﬁsinaJ

n n

1 2

b[Enz—lJ+f[El—l j bEEnz—lJ+fEEl—l j
Ag= M : cosa) 1 _- 2 n, c:oscr2
2@_1 1—(nlE$ina] (nZ] F_l - (nz _1 J -1
1™ ming | ™ n, n ) sina n sina
n N 2
[1E$inaJ
n2
b[EnZ—1]+ f [él_colsaj
= x(a)= & + f ana

Bl
n ) sina n sina

An dieser Stelle hatten wir nun die beiden Koorténa x@) und y@), die als
Parameterfunktionen zusammengehdren und in einenesischen Koordinatensystem
aufgetragen werden kénnen.

2

Der Funktionsverlauf y(x) soll an einem Beispielrdeutlicht werden, dessen Parameter
dergestalt gewahlt wurden:

n=1 n=1,333 f=15 b=5
Anhand dieses Beispiels wurde erganzend noch deistadius eingezeichnet, welcher als
Krimmungsradius an der Stelle x = 0 bzw. y = bvo#iegt.

Der Krimmungsradius wurde R = 6,25 gewahlt. FurBkeechnung des Krimmungsradius
bei dicken Linsen gilt die N&herung:

Rio = f dﬂliz il +b|:El—&J
nl

n

2




66

Fur dinne Linsen kann der folgende Naherungswexmenen werden:

R = f EPZ;nl : gilt ganz gut bis Winkelwerter = +/- 5°
nl

° > X
0,0000 1.0000 2,0000 53,0000 40000 5,0000 G.leﬂ 7 .Ol%

Profildickenfunktion yix)

4.3 Von Glorien und Heiligenscheinen: Der Tunnele#fkt am Wassertropfen

Im Kapitel 3.2 haben wir tGber das Phdnomen des ibegens erfahren, dass ein Lichtstrahl
von der Sonne, welcher den Regentropfen aul3enayeash tangieren wirde, sich in einem
theoretischen Differenzwinkel, von minimal 14,4° (rotes Licht) zum Beobachter bgen
wurde. Der Lichtstrahl wird dabei in den Regentesp@ebrochen, dort einmal reflektiert, und
tritt dann wieder unter dieser Winkeldifferenz hesa D.h., bei den besonderen
Lichterscheinungen, die sich "Glorien" oder "Headlngcheine” nennen, kann diese Art der
Erklarung _nicht angefiihrt werden, um das Licht direkt wieder zuneolBachter
zuruckzuwerfen. Aber zuerst eine kurze Zusammeuafegsum was es sich bei den Glorien,
Heiligenscheinen und Brockengespenstern handelt.

Heiligenschein:

Dieses Phanomen stellt sich ein, wenn sich bemspete sehr frih am morgen auf einer
Wiese noch Tautropfen auf einer Wiese oder aufRléttern von Pflanzen befinden. Schaut
man dann von der Sonne abgewendet auf seinen aianatten, dann kann es vorkommen,
dass sich um den Kopf herum eine kreisrunde Lishtexinung zeigt. Das durch den
Tautropfen fokussierte Licht wird dabei durch dentergrund (Pflanzenblatter) riickgestreut
und erscheint dann als hell-weil3er Kranz, der inmtkast mit dem Schattenbild des Kopfes
steht.
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Brockengespenst:

Hierbei handelt es sich ahnlich wie beim Heiligdren um eine Schattenprojektion des
eigenen Korpers, wenn man sich gegenuber einerlNaebe befindet. Begunstigt wird diese
Beobachtung, wenn die Person sich in einer erhdPosition aufhalt wie z.B. auf einem Berg
oder im Flugzeug, wo der Schatten haufiger malewé Wolken- oder Nebelwand treffen
kann. Auf einem einsamen Berg ist dieses Spektdiedonders eindrucksvoll und
gespenstisch, da man sich mit seinem eigenen $ohladhfrontiert sieht, wahrend man im
Flugzeug natirlich nur den Schatten des Fluggseidbst wahrnimmt.

Glorie:

Als Glorie bezeichnet man, wenn sich bei der Enschngy des Brockengespenstes um den
Kopfbereich herum wieder ein kreisrunder Lichtkrdnilzlet, welcher sogar mehrere farbige
Ringe zeigen kann. Dieses Phdnomen ist umso ekslrokter, sobald mehrere Personen am
selben Ort gleichzeitig diese Erscheinung beobachHdenn jede Person sieht nur um den
Schatten des eigenen Kopfes diesen Lichtkranz.sblalgel3t darauf, dass die Lichtstrahlen in
einem nur sehr geringen Kegelwinkel zuriickgewonfegrden konnen. Ein Winkel, der
keinesfalls mit dem Differenzwinkel vom Regenbogenerklaren ware. Das Zentrum der
Glorie ist der Antisolarpunkt (Sonnengegenpunkt),eloer theoretisch in der
Symmetrieachse des Kopfschattens in Hohe der Aliggn

Farbenkranz (Interferenzbdgen) wie er sich besre@lorie zeigen kann.

/Glorle

Antisolarpunkt

Schattenwurf auf
Nebelwand

Sonnenstrahlen




68

Die Erscheinung der Glorie, so einfach dieses Pi@&novielleicht anmutet, hat im 20.
Jahrhundert noch Uber viele Jahrzehnte hinweg fiRes Ratseln gesorgt, diesen Effekt
weitestgehend korrekt erklaren zu kénnen. Wie dges#gy Brechungsindex des Wassers
wirde nicht ausreichen, um einen Lichtstrahl im pfea per innerer Reflexion so
zurtckwerfen zu kdnnen, dass er in diesem flacherk®/beim Betrachter eintréfe.

Um diesem Problem zu begegnen, wurden daher Hstlmgiscomputer zum Einsatz
gebracht, die gemald der Streuungstheorie von GuMa samtliche variierenden
TropfchengroRen ins Kalkil zogen. So konnten vgizaie Ergebnisse erst anfangs der 90-er
Jahre geliefert werden, um dieses hochkomplexe &haisn Simulation abzubilden. Jedoch
um ein etwas anschaulicheres Erklarungsmodell heraen zu kénnen, bedurfte es einen
weiteren Ausflug in den Bereich der Quantenmechadié&rt wo es den sogenannten
Tunneleffekt gibt.

Kurz zusammengefasst heil3t das, Lichtstrahlen, hgettie Tropfchen in geringster Distanz
verfehlen (sie berthren den Tropfen nicht einmaigéatial), kdnnen trotzdem eine
Energiemenge in Form eines gebrochenen Lichtstrahl&opfen beisteuern. Es kommt zum
sogenannten Tunneleffekt. Dieser Lichtstrahl kaanndim Innern des Tropfen mehrfach
reflektiert werden und in derselben Weise wiedechnaul3en "tunneln”. Es handelt sich
hierbei also um ein Quantenphanomen, welches sgarsn makroskopischen Bereichen wie
den Tropfchen einer Nebelwand zeigt. Dieser Turifelebeschrankt sich aber auch nur auf
Distanzen, die kaum groRRer als die Wellenlangeriodds sind.

n

o Tunneleffekt
hinein in den Tropfen

Lichtstrahlen

Tunneleffekt
aus den Tropfen raus

5. Nachwort

Wenn man das gesamte Skript noch einmal Revuegpasslasst, dann kdnnen wir als
abschlieBendes Fazit die Aussage treffen, dasim allg dem "Prinzip der kirzesten Zeit"

(Prinzip von Fermat) ein ausgezeichnetes Werkzeumg/erfigung steht, eine breite Palette
von GesetzmalRigkeiten der Optik und die damit vedlenen Erscheinungen im GrofRen und
Ganzen erklaren zu konnen. Mit dieser Methode wggihiuns die Natur, dass sich das
Verhalten des Lichtes mit jener grundlegend eirgacBeschreibung sehr zufriedenstellend
darstellen lasst. Wir bekommen aber auch einen r&okd davon, dass die im Skript

aufgefuhrten Problemstellungen auch schnell eirkoaiplexere Formen annehmen kénnen,
die uns bei der Lésung der Gleichungen durchauasabfordern, vielleicht auch etwas zu
schaffen machen kénnen, wenn die modellhafte Abhdddes Problems nicht adaquat zu
vereinfachen gent.
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Bei all jenen Formeln und Gleichungen, die in ded®ahmen hinsichtlich der verschiedenen
Lichtphanomene abgeleitet wurden bzw. sich als Eeweng noch ableiten lassen wirden,
sie alle besitzen lediglich einen theoretischemrimiationsgehalt, der uns rein zahlenmaliig
die Natur des Lichts nahe bringt. Die sinnlicheh&sik eines Regenbogens, der beruhigende
rotliche Ton eines Sonnenuntergangs, das flirreBide einer Luftspiegelung auf heil3em
Asphalt, die farbige Glorie beim Brockengespenstno., sie alle sind wunderbare und
emotional beeindruckende Beobachtungen, welchelienNatur als Schauspiel schenkt. Und
wer in Zukunft wieder mal einen Regenbogen zu (éediekommt, wird sich nun daran
erinnern, welche speziellen Lichtpfade vornehmfiohdie Regenbogenfarben verantwortlich
sind. Vor allem wird dem Beobachter mit dem hiernvitelten Wissen bewusst, dass der
betrachtete Regenbogen ein ganz personliches Suékiis ihn darstellt. Denn so wie er ihn
gerade in diesem Moment sieht, sieht ihn kein ardier seiner Umgebung. Jeder hat somit
seinen ganz "personlichen" Regenbogen, den er wwaimin und mit seinen Gefihlen
verknipfen kann.

Als Ausklang mdchte ich noch eine Fotografie vomeAdrot einer deformierten Sonne am
Horizont anfigen. Himmelserscheinungen diesen hgten vielleicht schon Viele in ihrem
Urlaub am Meer beobachten kdnnen. Mit den im SKrgitandelten Themenpunkten haben
wir nunmehr auch die Chance, eine fundierte undsuitde Erklarung fur die bizarren Formen
der Sonnen-Deformation zu finden.

Verformung der Sonnenscheibe durch Inhomogenitateer Atmosphare (Dichtespringe)

Erklarung:

Da die Winkeldifferenz infolge der atmospharisciafraktion am Horizont am starksten ist
(Winkelabweichung zwischen realer und scheinbamesit®n), die jedoch innerhalb der
ersten 10 Grad HOhenwinkel rapide abfallt, kommzeslieser besonderen Verformung der
Sonnenscheibe. Schon bei einer Winkeldistanz voere&onnenscheibe (entspricht etwa 30
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Winkelminuten) verringert sich Refraktionswinkel wa. 20%. Das hat zur Folge, dass die
eigentlich kreisrunde Sonnenscheibe in vertikaiehfeng zusammengestaucht wird.

Die Stauchung der Sonnenscheibe beim Untergang @mzdrt kann daher gut beobachtet
werden, wenn z.B. freie Sicht auf dem Meer herrsdeatr die Landschaft sehr eben und flach
ist. Hinzukommend konnen in den verschiedenen gihiorsschen Schichten sehr
unterschiedliche Brechungsverhéltnisse vorliegeenrwdie Luftdichten diskontinuierlich
verlaufen. Solche Dichtespringe kdnnen beispiesaveine Folge von rasch erfolgenden
Temperaturanderungen in den Luftschichten sein,wdezlerum in Abhangigkeit mit den
vorliegenden meteorologischen Bedingungen stehenuitergehende Sonne kann in diesen
Fallen am &ufleren Rand sehr ausgefranst aussebiekane schichtweise sehr starke
Stauchungen geben, aber auch Luftspiegelungen komiteeinspielen, wenn das Licht an
entsprechenden Grenzflachen reflektiert wird. Dex2érrungen und Verformungen kénnen
sogar soweit gehen, dass der obere Rand der Saymeder restlichen Sonnenscheibe
abgetrennt wird und eine Licke dazwischen entsteht.

Mit dieser letzten dargelegten Begriindung zur AbetaDeformation endet nun auch diese
Ausarbeitung. Und da als alles bestimmender Ausggantkt stets das Prinzip von Fermat
angefuhrt wurde, werde ich zum Schluss noch die t8/mon zwei sehr beriihmten
Naturforschern bzw. Naturphilosophen in Erinnerwnign, die ihrerseits die Vorgange in der
Natur richtig zu deuten wussten.

Leonardo da Vinci:
Jeder Vorgang in der Natur wird von ihr selbst ier &kirzesten Zeit und knappsten Art und
Weise ausgefuhrt, die moglich ist.

Pierre-Louis Moreau de Maupertuis: )
Tritt in der Natur irgendeine Anderung ein, so @it fir diese Anderung notwendige
Aktionsmenge die kleinstmdgliche.
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